
3  平均损失意义下线性模型中几类 

有偏估计的比较 

上一章我们在均方误差和均方误差矩阵准则下探讨了异方差与自回归线

性模型中回归系数向量的几类有偏估计的优良性，本章将在经典的 Gauss- 

Markov模型中考虑基于广义马氏损失函数或马氏损失函数的平均损失准则

下回归系数向量的几类有偏估计的优良性，并结合均方误差准则和平均损失

准则探讨 r k 估计和 r d 估计中的岭参数 k 和 Liu 参数 d 的选择问题及不同

情况下最小二乘估计的最优替代估计的选择问题 . 

3.1  引  言 

考虑经典的 Gauss-Markov 模型  

 y X                         （3.1） 

其中 y为 1n 观测向量； X 为 n p 列满秩样本资料矩阵；  为 1p 未知系数

向量；  为 n 维随机误差向量，且满足其均值向量为 ( )E  0 ，协方差阵为

2Cov( )  I ， I 为 n 阶单位矩阵， 2 0  为未知参数 . 

有关未知系数向量  的估计中，最常用的是最小二乘估计  

1
OLS

ˆ )  X X X y(                     （3.2） 

然而，当解释变量之间存在复共线性时，最小二乘估计往往不稳定，有时其

均方误差特别大，有时其符号与问题的实际意义不符，有时其在高维空间的

某些方向上严重偏离实际值 . 为克服复共线性带来的种种影响，一种方法是

考虑主成分估计（Massy，1965）或将主成分估计与其他估计相结合而产生

的新估计，如 Baye 和Parker（1984）结合岭估计和主成分估计提出的 r k 估

计，Kaçıranlar和 Sakallioğlu（2001）结合 Liu 估计和主成分估计提出的 r d



估计，Özkale（2009b）提出的约束主成分估计，Xu 和 Yang（2011）提出的

约束 r k 估计和约束 r d 估计，Chang和Yang（2012）结合主成分估计和两

参数估计提出的两参数主成分估计等 . 

而关于未知系数向量  各类不同估计的优良性比较分析，最重要的是选

择合适的损失函数 . 通常情况下，我们之所以选择二次损失函数作为评价准

则，是因为二次损失函数既能反映估计偏差的大小，又能反映估计方差的大

小，同时二次损失函数是凸函数，具有良好的分析性质 . 然而，当估计量具

有不同的协方差阵时，二次损失函数不能有效地消除各估计量在协方差阵上

的差异带来的影响 . 于是，一些学者考虑加权二次损失函数或 Fisherian 损失

函数，然而若加权矩阵或 Fisherian 损失函数中正定矩阵选择不合适，将导致

评价结果不可信（Peddada et al.，1989）．Peddada et al.（1989）运用正态总

体的分类思想，导出了 Fisherian 损失函数和马氏损失函数，并得到了岭估计

在基于马氏损失函数的平均损失准则和 Pitman 准则下相对于最小二乘估计

不可容许的充要条件 . 基于马氏损失函数的平均损失准则能消除各估计量因

协方差阵不同带来的影响，适合于有偏估计与有偏估计或有偏估计与无偏估

计之间的比较，但不适合无偏估计与无偏估计之间的比较 .  

Massy（1965），Baye和 Parker（1984），Sarkar（1996），Kaçıranlar和

Sakallioğlu（2001），Özkale 和 Kaciranlar（2007a），Özkale（2009b），Xu 和

Yang（2011）和 Chang 和 Yang（2012）已在均方误差准则或均方误差矩阵准

则下对上述各类估计的优良性做了比较分析，本章将在基于广义马氏损失函

数的平均损失准则下探讨上述各类估计的优良性 .  

3.2  估计的优良性分析 

受 Peddada et al.（1989）的启发，Üstündağ 和 Sakallioğlu（2012）在基

于马氏损失函数的平均损失准则下，对 r k 估计与最小二乘估计以及主成分

估计与岭估计的优良性做了比较分析 . 然而，从下文讨论中可以看出，当

r p 时， r k 估计即简化为岭估计，因而 Üstündağ 和 Sakallioğlu（2012）

中的定理 2.3 可以看成 Peddada et al.（1989）一文中第 3581 页中的特例，而

当 0 r p  时 ， 由 于 r k 估 计 的 协 方 差 阵 是 奇 异 的 ， 因 而 Üst ü ndağ和



Sakallioğlu（2012）中第 2821 页给出马氏损失函数根本不适合 r k 估计 .  

为此，我们先将马氏损失函数进行推广 .  

Üstündağ 和 Sakallioğlu（2012）给出的马氏损失函数的一般形式为：  

1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) (Cov( )) ( )L                       （3.3） 

易知，当估计 ̂ 的协方差阵不可逆时，马氏损失函数（3.3）是不适合的 .  

推广后的广义马氏损失函数的一般形式为：  

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) (Cov( )) ( )ML                       （3.4） 

其中 ˆ(Cov( )) 表示估计 ̂ 的协方差阵的 Moore-Penrose 广义逆 . 易知广义马

氏损失函数（3.4）既适合估计 ̂ 的协方差阵非奇异的情况，又适合估计 ̂ 的

协方差阵奇异的情况 .  

定义 3.1  设 1 2
ˆ ˆ,    为  的两个不同估计，则 1̂ 在基于广义马氏损失函

数（3.4）的平均损失准则下优于 2̂ 当且仅当  

1 2
ˆ ˆ( ( )) ( ( ))M ME L E L≤                    （3.5） 

为下文讨论的方便，我们再引入一些简单的记号和基本概念 .  

记 ( )r p rT T T ，满足  

  T X XT   

其中 0 r p ≤ ， 1 2diag( , , , )p    ， 1 p ≥ ≥ 表示 X X 的顺序特征值，

则 Chang 和 Yang（2012）在模型（3.1）中提出的两参数主成分估计为：  

1 1ˆ ( , ) ( ) ( )( )r r r r r r r r r r r rk d d k           T T X XT I T X XT I T X XT I T X y  

                                                            （3.6） 

其中 0k  ， 0 1d  .  

从式（3.6）可以看出，主成分估计、 r k 估计、 r d 估计和两参数估计

可以看成两参数主成分估计的特例，即  

主成分估计：  

1ˆ ˆ (0,1) ( )r r r r r r
    T T X XT T X y   

r k 估计：  



1ˆ ˆ( ) ( ,1) ( )r r r r r rk k      rT T X XT kI T X y   

r d 估计：  

1 1ˆ ˆ( ) (0, ) ( ) ( ( ) )r r r r r r r r r rd d d         T T X XT I I T X XT T X y   

两参数估计：  

1 1ˆ ˆ( , ) ( , ) ( ) ( )( )pk d k d d k        X X I X X I X X I X y   

采用与 Xu 和 Yang（2011）相同的方法，两参数主成分估计、 r k 估计

和 r d 估计又可写成：  

1 1ˆ ˆ( , ) ( ) ( )( ) ( , )r r r r rk d d k k d          T T X X I X X I X X I X y T T   

1ˆ ˆ( ) ( ) ( )r r r r rk k k     T T X X I X y T T   

1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ) ( )r r r r rd d d        T T X X I I X X X y T T   

其中 1ˆ ( )k k   X X I X y 为岭估计， 1 1ˆ ( ) ( ( ) )d d     X X I I X X X y 为 Liu 估计. 

记  

S X X ， 1diag( , , ) r r   ， 1diag( , , )p r r p     

(1)r r r S I ， ( )r r rk k S I   及  ( )r r rd d S I  

接下来，我们计算上述各类估计基于广义马氏损失函数的平均损失 . 考虑到

其他估计可以看成两参数主成分估计的特例，我们先计算两参数主成分估计

基于广义马氏损失函数的平均损失 . 易知，两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d 的偏差

向量和协方差阵为：  

1 1ˆBias( ( , )) ( (1) ( ) ( ) )r r r r r r rk d d k   T S S S T I                   （3.7） 

2 1 1 1 1ˆCov( ( , )) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)r r r r r  r r r r rk d d k k d      T S S S S S S T        （3.8） 

而协方差阵 ˆCov( ( , ))r k d 的 Moore-Penrose 广义逆为：  

2 1 1 1ˆCov( ( , )) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) (1)r r r r r  r r r r rk d d k k d      T S S S S S S T       （3.9） 

将式（3.7），（3.8）与（3.9）代入下式可得：  

ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ( , ))) (( ( , ) ) (Cov( ( , ))) ( ( , ) ))M r r r rE L k d E k d k d k d         

ˆ ˆ ˆBias( ( , )) Cov( ( , )) Bias( ( , ))r r rk d k d k d     



ˆ ˆtr(Cov( ( , ))Cov( ( , )) )r rk d k d    

1 1 ˆ( ( ) ( ) (1) )Cov( ( , ))r r r r r r rk d k d    T S S S T I    

1 1( (1) ( ) ( ) )r r r r r rd k    T S S S T I r   

2 1( (1) ( ) ( ))(r r r r r rd k    T S S S I   

1 1( ) ( ) (1)) r r r r rk d   S S S T r   

2 2(( 1 ) )r  r rk d k     T I   

1 1 1( ) ( )r  r r rd d    S S T r                     （3.10） 

将 1d  代入式（3.10）可得  

2 2 1ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ( ,1)))M r M r r  r rE L k E L k k r     T T           （3.11） 

同样我们可以得到如下结论：  

2 2 1 1ˆ( ( ( ))) (1 ) ( ) ( )M r r r r rE L d d d d r      rT S S T              （3.12） 

ˆ ˆ( ( )) ( ( (0,1)))M r M rE L E L r                              （3.13） 

2 2 1 1 1ˆ( ( ( , ))) (( 1 ) ) ( ) ( )M pE L k d k d k d d p         T I S S T      

                                                           （3.14） 

2 2 1ˆ ˆ( ( )) ( ( ( ,1)))M k M pE L E L k k p     T T                （3.15） 

2 2 1 1ˆ( ( )) (1 ) ( ) ( )M dE L d d d p      TS S T                （3.16） 

OLS
ˆ ˆ( ( )) ( ( (0,1)))M M pE L E L p                           （3.17） 

定理 3.1  两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d 在基于广义马氏损失函数的平均损

失准则下优于最小二乘估计 OLŜ 的充要条件是：  

2 2 1 1 1(( 1 ) ) ( ) ( )r r r r  r r rp r k d k d d        T I S S T≥          （3.18） 

证明  必要性. 由式（3.19）易得 .  

充分性 . 

OLS
ˆ ˆ( ( ( , ))) ( ( ))M r ME L k d E L   

2 2 1 1 1(( 1 ) ) ( ) ( )r  r r r  r r rr p k d k d d          T I S S T          （3.19） 

定理证毕 .  

将 1d  和 0k  依次代入式（3.18），我们可得到如下推论 .  



推论 3.1  r k 估计 ˆ ( )r k 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下

优于最小二乘估计 OLŜ 的充要条件是：  

2 2 1
r  r rp r k    T T≥                     （3.20） 

推论 3.2  r d 估计 ˆ ( )r d 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下

优于最小二乘估计 OLŜ 的充要条件是：  

2 2 1 1(1 ) ( ) ( )r r  r r rp r d d d      T S S T≥              （3.21） 

注 3.1  事实上，在基于广义马氏损失函数的平均损失意义下，将 0k  和

1d  同时代入式（3.18），我们有主成分估计 ˆ
r 总是优于最小二乘估计 OLŜ ；

将 r p 和 1d  同时代入式（3.18），我们有最小二乘估计 OLŜ 总是优于岭估

计 ˆ
k ；将 r p 和 0k  同时代入式（3.18），我们有最小二乘估计 OLŜ 总是优

于 Liu 估计 ˆ
d .  

定理 3.2  两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d 在基于广义马氏损失函数的平均损

失准则下总是优于两参数估计 ˆ ( , )k d .  

证明  必要性由式（3.22）易得 .  

充分性 . 

ˆ ˆ( ( ( , ))) ( ( ( , )))M M rE L k d E L k d   

2 2 1 1 1(( 1 ) ) ( ) ( ) 0p r p r p r p r p r p r p rp r k d k d d    
      

      T I S S T ≥     

                                                           （3.22） 

定理证毕 .  

注 3.2  事实上，在基于广义马氏损失函数的平均损失意义下，将 1d  代

入 式 （ 3.22）， 我 们 有 r k 估 计 ˆ ( )r k 总 是 优 于 岭 估 计 ˆ
k ； 将 0k  代 入 式

（3.22），我们有 r d 估计 ˆ ( )r d 总是优于 Liu 估计 ˆ
d .  

可参考 Hu和 Jiewu（2013）．  

定理 3.3  r k 估计 ˆ ( )r k 和 r d 估计 ˆ ( )dr 在基于广义马氏损失函数的

平均损失准则下总是优于两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d .  

证明   r k 估计 ˆ ( )r k 和两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d 基于广义马氏损失函

数的平均损失的差为：  

ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ( , )))M r M rL k L k dE E   



2 2 1 2 1 1 1[ (( 1 ) ) ( ) ( )]r r r r r r r rk k d k d d         T I S S T            （3.23） 

现在我们证明，对所有的 0k  和 0 1d  ，有  

2 1 2 1 1 1
1 (( 1 ) ) ( ) ( ) 0r r r r r rk k d k d d        I S S    ≤        （3.24） 

2 1 2 1 1 1
1 0 (( 1 ) ) ( ) ( )r r r r r rk k d k d d       I S S    ≤ ≤      （3.25） 

2 2 1 1
 (( 1 ) ) ( ) ( )r r r r rk k d k d d    I I S S≤         （3.26） 

( 1) (1 ) , 1,2, ,jd k d j r    ≤                 （3.27） 

同样的方法，我们可以得到  

2
2

ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ( , )))M r M r r rE L d E L k d      T T       

其中  

2 1 1 2 1 1 1
2 (1 ) ( ) ( ) (( 1 ) ) ( ) ( )r r r  r r r  r rd d d k d k d d         S S I S S ≤0     

对所有的 0k  和 0 1d  成立 .  

定理证毕 .  

定理 3.4  主成分估计 ˆ
r 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下总

是优于两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d .  

推论 3.3  主成分估计 ˆ
r 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下总

是优于 r k 估计 ˆ ( )r k 和 r d 估计 ˆ ( )r d .  

注 3.3  尽管满足某些条件时，两参数主成分估计在均方误差准则下优

于两参数估计、 r k 估计、 r d 估计和主成分估计，但从定理 3.2～3.4 我们

可以看出，两参数主成分估计在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下相

对于两参数估计、 r k 估计、 r d 估计和主成分估计是不可容许的 .  

定理 3.5  在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下，当 1k d≥ 时，

r d 估计 ˆ ( )r d 优于 r k 估计 ˆ ( )r k ；当 1k d  且 1
1

kd

d k


 
≤ 时，r d 估计

ˆ ( )r d 优于 r k 估计 ˆ ( )r k ；当 1k d  且  
1

r

kd

d k


 
≥ 时， r k 估计 ˆ ( )r k 优

于 r d 估计 ˆ ( )r d .  

证明  考虑 ˆ( ( ( )))M rE L d 和 ˆ( ( ( ))M rE L k 的差值  

ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ( )))M r M rE L d E L k   



2 2 1 1 2 1[(1 ) ( ) ( ) ]r r  r r  r rd d d       T S S k T            （3.28） 

所以 ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ( ))) 0M r M rE L d E L k ≤  的一个充分条件是  

2 1 1 2 1(1 ) ( ) ( )r  r r  rd d d k   S S ≤                （3.29） 

而式（3.29）又等价于  

(1 ) , 1, 2, ,jd k kd j r   ≤                （3.30） 

定理证毕 .  

推论 3.4  在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下，当 1k d≥ 时，

Liu 估计 ˆ
d 优于岭估计 ˆ

k ；当 1k d  且 1
1

kd

d k


 
 ≤ 时，Liu 估计 ˆ

d 优于岭

估计 ˆ
k ；当 1k d  且

1
r

kd

d k


 
 ≥ 时，岭估计 ˆ

k 优于 Liu 估计 ˆ
d .  

Özkale 和 Kaçıranlar（2007b）为克服压缩估计的缺点，提出了一类两参

数估计：  

1 1ˆ ( ) ( )( )kd k kd      X X I X X I X X X y            （3.31） 

其中 0k  ， 0 1d  .  

从式（3.31）可以看出，最小二乘估计 OLŜ 、岭估计 ˆ
k 和 Liu 估计 ˆ

d 都

可以看成两参数估计 ˆ
kd 的特例，即  

最小二乘估计：  

1
OLS

1

ˆ ˆlim ( )kd
d




  X X X y   

最小二乘估计：  

1
OLS

0

ˆ ˆlim ( )kd
k




  X X X y   

岭估计：  

1

0

ˆ ˆlim ( )kd k
d

k 


   X X I X y   

Liu 估计：  

1ˆ ˆ( ) ( )kd dd     X X I X X I X y  （ 1k  时）  



在本节的最后，我们将讨论两参数估计 ˆ
kd 在基于马氏损失函数（3.3）

的平均损失函数准则下，相对于最小二乘估计 OLŜ 、岭估计 ˆ
k 以及 Liu 估计

ˆ
d 的优良性 .  

定 义 3.2  设 1 2
ˆ ˆ,    为  的 两 个 不 同 估 计 ， 则 1̂ 在 基 于 马 氏 损 失 函 数

（3.3）的平均损失准则下优于 2̂ 当且仅当  

1 2
ˆ ˆ( ( )) ( ( ))E L E L≤                    （3.32） 

定理 3.6  两参数估计 ˆ
kd 在基于马氏损失函数（3.3）的平均损失函数准

则下总是优于岭估计 ˆ
k .  

证明  易知  

2 1 2 1 2 1 1ˆ( , ) 2kd k kd k kd kd kL              y XS X y S S X y S S SS S      

2 1 2 1 2 1ˆ( , ) 2k k k kL             y XS X y S S X y S S S      

考虑 ˆ( ( ))kdE L  和 ˆ( ( )kE L  的差值，因为  

2 2 2 1 1ˆ( ( , )) ( 1)kd kd kdE L k d p     S SS     

2 2 1ˆ( ( , ))M kE L k p   S     

所以  

2 2 2 1 1 1ˆ ˆ( ( , )) ( ( , )) [( 1) ]kd k kd kdE L E L k d       S SS S       

2 2 1 2 1 1(( 1) )kd kd kd kdk d      S S S S S S   

2 2 1 2 2 1 1( (2 ) 2 ) 0kd kdk d d kd k d         S S I S S   

定理证毕 .  

定理 3.7  当 0 1k  时，两参数估计 ˆ
kd 在基于马氏损失函数（3.3）的

平均损失函数准则下总是优于 Liu 估计 ˆ
d ，当 1k  时，Liu 估计 ˆ

d 在基于马

氏损失函数（3.3）的平均损失函数准则下总是优于两参数估计 ˆ
kd .  

证明  易知  

2 1 2 1 2 1 1ˆ( , ) 2kd k kd k kd kd kL              y XS X y S S X y S S SS S      

2 1 2 1 2 1 1
1 1 1

ˆ( , ) 2d d d d            L y XS X y S S X y S S SS S       

考虑 ˆ( ( ))kdE L  和 ˆ( ( )dE L  的差值，因为  



2 1 1 1 1 2 2 1 1 2( 1) ( )kd kd d d kd d kd dk k k          S SS S SS S S S S S  

所以  

2 2 2 1 1 1 1ˆ ˆ( ( , )) ( ( , )) ( 1) ( )kd d kd kd d dE L E L d k        S SS S SS       

2 2 2 2 1 1 2( 1) ( 1) ( )kd d kd dd k k        S S S S S   

显然，当 0 1k  时，有  

ˆ ˆ( ( , )) ( ( , )) 0kd dE L E L      

当 1k  时，有  

ˆ ˆ( ( , )) ( ( , )) 0kd dE L E L      

定理证毕 .  

定理 3.8  最小二乘估计 OLŜ 在基于马氏损失函数（3.3）的平均损失函

数准则下总是优于两参数估计 ˆ
kd .  

推论 3.5  最小二乘估计 OLŜ 在基于马氏损失函数（3.3）的平均损失函

数准则下总是优于岭估计 ˆ
k 和 Liu 估计 ˆ

d .  

注 3.4  尽 管 满 足 某 些 条 件 时 ， 由 Özkale和 Kaçıranlar （ 2007b ），

Farebrother（1976）和 Sakallıoğlu et al. （1996）可知，两参数估计在均方误

差准则下优于岭估计 ˆ
k 、Liu 估计 ˆ

d 和最小二乘估计 OLŜ ，但从定理 3.6～

3.8 我们可以看出，两参数估计、岭估计 ˆ
k 和 Liu 估计 ˆ

d 在基于马氏损失函

数的平均损失准则下相对于最小二乘估计 OLŜ 是不可容许的 .  

3.3  参数选择 

在实际应用中，有偏估计中未知参数的选取是一个很重要的问题，本节

我们将结合均方误差准则和基于广义马氏损失函数的平均损失准则来讨论

r k 估计和 r d 估计中岭参数 k 和 Liu 参数 d 的选择问题 .  

设 1̂ 和 2̂ 为  的两个不同估计，则 1̂ 在均方误差准则下优于 2̂ 当且仅当 

1 2
ˆ ˆMSE( ) MSE( )≤   

其中  



ˆ ˆ ˆ ˆMSE( ) tr(cov( )) ( ( ) ) ( ( ) ), 1,2E E i    i i i i       

在均方误差准则下，关于岭参数 k 和 Liu 参数 d 的选取，一些学者已做了深

入的探讨，如 Hoerl and Kennard（1970a）建议取
2

2
max

ˆ

ˆ
K




 作为岭估计中岭参

数 k 的值， Liu（1993）建议取

2 2 2

1

2 2 2

1

ˆ ˆ( ) /( 1)

ˆ ˆ( ) /( 1)

p

j j
j

p

j j j j
j

D

  

    





 



 




作为 Liu估计中

Liu 参数 d 的值，其中 2̂ 是 2 的无偏估计；̂ 是 T  的无偏估计； 2ˆ
j 是 ̂

的 j 个元素； max̂ 是 ̂ 的最大元素 .  

基于希望 r k 估计在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下表现良好

且在均方误差准则下表现不差，受 Hoerl 和 Kennard（1970a），Baye 和 Parker

（1984）及推论 3.1 的启发，我们建议 r k 估计中岭参数 k 的取值为： 

opt 0 1 2min{ , , }k k k k                    （3.33） 

其中
2

0 1

( )

r r r

p r
k







 T T  
； 1k 表示方程 0

ˆMSE( ( )) / 0k k   的正解；
2

2 2
max

k



 ，

max 是 r
 T  中的最大元素 .  

因为 opt 0k k≤ ，由推论 3.1 知  

opt OLS
ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ))M r ME L k E L≤   

另一方面，当 0k  ，我们有  

ˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rk     且  2

2
1

0

ˆMSE( ( )) 1
2 0

r
r

j jk

k

k






  





 

因此由 ˆMSE( ( ))r k 的连续性可知，在 0k  附近， ˆMSE( ( ))r k 单调下降 . 因而，

当 opt 10 k k ≤ 时，我们有  

opt
ˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rk ≤   

所以 r k 估计 opt
ˆ ( )r k 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下总是优于

最小二乘估计 OLŜ 且在均方误差准则下表现良好 .  



同样，基于希望 r d 估计在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下表

现良好且在均方误差准则下表现不差，受 Liu（1993），Kaçıranlar 和 Sakallioğlu

（2001）及推论 3.2 的启发，我们建议 r d 估计中 Liu 参数 d 的取值为：  

opt 0 1 2max{ , , }d d d d                   （3.34） 

其中 0d 是方程
1 1

1

( ) ( )r r  r r r

p r d

d d  

 


 T S S T  
的解；

2 2

1 2 2
max 0,
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j
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1, ,j r  ；
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j
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是方程 ˆMSE( ( )) / 0r d d   的解； j 是

, 1, ,r j r T   中的第 j 个元素.  

因为 ˆ( ( ( )))M rE L d 在区间(0,1)上随着 d 的增大而降低且 opt 0d d≥ ，我们有  

opt OLS
ˆ ˆ( ( ( ))) ( ( ))M r ME L d E L≤   

而当 1d  且 2

1
1

ˆMSE( ( )) 1
2 0

( 1)

r
r

j j jd

d

d


 



 

 



时，有  

ˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rd    

由 ˆMSE( ( ))r d 的连续性可知，在 1d  附近 ˆMSE( ( ))r d 单调上升 . 因而，当

2 opt 1d d ≤ 且 optd 非常接近 1 时，我们有  

opt
ˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rd ≤   

所以 r d 估计 opt
ˆ ( )r d 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下总是优于

最小二乘估计 OLŜ 且在均方误差准则下表现良好 .  

然而， optk 和 optd 依赖于未知参数 2 和 j ，因此，在实际应用中，我们

建议用 2 和 j 的无偏估计 2̂ 和 ˆ
j 取代 2 和 j ，得到 opt 0 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆmin{ , , }k k k k 和

opt 0 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆmax{ , , }d d d d 作为 optk 和 optd 的实际操作值 .  

注3.5  由定理 3.3 可知， r k 估计 ˆ ( )r k 和 r d 估计 ˆ ( )r d 在基于广义

马氏损失函数的平均损失准则下总是优于两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d ，所以，

本章我们不考虑两参数主成分估计 ˆ ( , )r k d 中参数 k 与 d 的选择问题 .  



最后，基于上面的讨论，我们给出实际应用中最小二乘估计 OLŜ 的最优

替代估计的一些建议 . 在基于广义马氏损失函数的平均损失准则下，由于主

成分估计 ˆ
r 总是优于 r k 估计 ˆ ( )r k 和 r d 估计 ˆ ( )r d ，则  

opt
ˆˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rk ≤  ，且  ˆ( ( ))M rE L r  

综合考虑基于广义马氏损失函数的平均损失准则和均方误差准则，我们

建议在下述情形下，选择其他估计作为最小二乘估计的最优替代估计 .  

情 形 1 ： 当 opt
ˆˆ| ( ( ( ))) |M rE L k r  ≤ 且 opt

ˆˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rd ≥  时 ， 选 择

opt
ˆˆ ( )r k 作为最小二乘估计 OLŜ 的最优替代估计，其中  是由实际工作者确定

的实际需求精度 .  

情形 2：当 opt opt
ˆ ˆˆ ˆ| ( ( ( ))) |   | ( ( ( ))) |M r M rE L k r E L d r  ≤ ， ≤  ， opt

ˆˆMSE( ( ))r d ≤  

ˆMSE( )r 且 opt opt
ˆ ˆˆ ˆMSE( ( )) MSE( ( ))r rd k≤  时，选择 opt

ˆˆ ( )r d 作为最小二乘估计

OLŜ 的最优替代估计；当 opt
ˆˆ| ( ( ( ))) |M rE L k r  ≤ ， opt

ˆˆ| ( ( ( ))) |M rE L d r  ≤ ，

opt
ˆˆ ˆMSE( ( )) MSE( )r rd ≤  且 opt opt

ˆ ˆˆ ˆMSE( ( )) MSE( ( ))r rk d≤  时 ， 选 择 opt
ˆˆ ( )r k 作

为最小二乘估计 OLŜ 的最优替代估计，其中  是由实际工作者确定的实际需

求精度 .  

情形 3：当 opt opt
ˆ ˆˆ ˆ| ( ( ( ))) |   | ( ( ( ))) |M r M rE L k r E L d r   ， ≤  ，且 opt

ˆˆMSE( ( ))r d ≥  

ˆMSE( )r 时，选择 ˆ
r 作为最小二乘估计 OLŜ 的最优替代估计；  

当 opt
ˆˆ| ( ( ( ))) |M rE L k r   ， opt

ˆˆ| ( ( ( )))M rE L d r  ≤ 且 opt
ˆˆMSE( ( ))r d ≤  

ˆMSE( )r 时，选择 opt
ˆˆ ( )r d 作为最小二乘估计 OLŜ 的最优替代估计，其中  是

由实际工作者确定的实际需求精度 .  

而对于其他情形，实际工作者可根据实际情况和选定的评价准则来确定

最小二乘估计的最优替代估计 . 

 


