
 

第一章  随机事件与概率 

第一节  随机事件与样本空间 

一、必然现象与随机现象 

人们在实践活动中所遇到的现象，一般来说可分为两类：一类是必然现象，或称为确定

性现象；另一类是随机现象，或称为不确定性现象． 

必然现象是指在相同条件下重复试验，所得结果总是确定的现象．只要试验条件不变，

试验结果在试验之前是可以预言的．如：在标准大气压下，将水加热到 100C，水必然沸腾；

用手向空中抛出的石子，必然下落；作等速直线运动的物体，如无外力作用，必然继续作等

速直线运动，等等，这些现象都是必然现象． 

随机现象是指在相同条件下重复试验，所得结果不一定相同的现象，即试验结果是不确

定的现象．对这种现象来说，在每次试验之前哪一种结果发生，是无法预言的．如：新生婴

儿，可能是男孩，也可能是女孩；向一目标进行射击，可能命中目标，也可能没有命中目标；

从一批产品中，随机抽检一件产品，结果可能是合格品，也可能是次品；测量某个物理量，

由于许多偶然因素的影响，各次测量结果不一定相同，等等，这些现象都是随机现象． 

对随机现象，是否有规律可循呢？人们经过长期的反复实践，发现这类现象虽然就每次

试验结果来说，具有不确定性，但大量重复试验，所得结果却呈现出某种规律性．如：掷一

枚质量均匀的硬币，当投掷次数很大时，就会发现正面和反面出现的次数几乎各占
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上，蒲丰（Buffon）投掷过 4040 次，得到 2048 次正面；皮尔逊（K.Pearson）投掷过 24000

次，得到 12012 次正面． 

对一个目标进行射击，当射击次数不多时，弹孔分布看不出有什么规律性；但当射击次

数非常多时，就可发现弹孔的分布呈现一定的规律性：弹孔关于目标的分布略呈对称性，且

越靠近目标的弹孔越密，越远离目标的弹孔越稀． 

从分子物理学观点来看，气体分子对器壁的压力是气体分子对器壁碰撞的结果．由于分

子是时刻不停地、杂乱无章地运动着，速度和轨道都是随机的，因而对器壁的碰撞也是随机

的．初看起来器壁所受的压力是不稳定的，可是实验证明，由于分子数目非常大，各分子运

动所具有的随机性在集体中互相抵消、互相平衡，使得器壁所受的总压力呈现一种稳定性．分

子数目越大，压力越稳定． 

从上述各例可以看到，随机现象也包含着规律性，它可在相同条件下的大量重复试验或



 

观察中呈现出来．这种规律性称为随机现象的统计规律性． 

概率论与数理统计就是研究随机现象统计规律的一门数学学科． 

二、随机事件与样本空间 

对随机现象的研究，总是要进行观察、测量或做各种试验．例如，掷一硬币，观察哪面

朝上；向一目标进行射击，观察是否命中；从一批产品中随机抽一产品，检查它是否合格等

等．仔细分析这些试验，可以发现这些试验具有如下的共同特点： 

（1）试验可以在相同条件下重复进行； 

（2）试验的所有可能结果不止一个，而且是事先已知的； 

（3）每次试验总是恰好出现这些可能结果中的一个，但究竟出现哪一个结果，试验前不

能确切预言． 

如投掷硬币，试验是可以在相同条件下重复进行的，试验的可能结果有两个，即正面和

反面；每次试验必出现其中之一，但投掷之前是不可能预言正面出现还是反面出现． 

人们将满足上述三个条件的试验，称为随机试验，简称试验，以字母 E表示．试验的每

一个可能结果称为样本点，也称为基本事件，用 表示．样本点的全体（或基本事件的全体

构成的集合）称为样本空间，记为 ． 

在讨论一个随机试验时，首先要明确它的样本空间．对一个具体的试验来说，其样本空

间可以由试验的具体内容确定，先看下面几个例子． 

例1  掷一枚均匀对称的硬币，观察正反面出现的情况．这是个随机试验，可能结果有

两个：正（正面朝上），反（反面朝上）．故样本空间 { }  正,反 ． 

例2  将上述硬币掷两次，观察正反面出现的情况．这也是一个随机试验，可能结果有

四个：（正正），（正反），（反正），（反反）．括号中的字分别代表两次投掷的结果，故样本空

间 {( ), ( ), ( ), ( )}  正正 正反 反正 反反 ． 

例 3  记录某电话交换台在一段时间内接到的呼叫次数．这个试验的样本点（记录结果）

是一非负整数，由于难以规定一个呼叫次数的上界，所以样本空间为 {0,1,2 }  ， ． 

例 4  从一批灯泡中抽取一只灯泡，测试它的使用寿命．设 t 表示寿命，则样本空间

{ : 0}t t  ≥ ． 

例5  观察某地区一昼夜最低温度 x和最高温度 y．设这个地区的温度不会小于 0T 也不

会大于 1T ，则样本空间 0 1{( , ) : }x y T x y T  ≤ ≤ ． 

随机现象的某些样本点组成的集合称为随机事件，简称事件，常用大写字母 , , ,A B C 表

示．有了样本空间的概念便可以用集合的语言来定义事件．下面先从一个例子来分析． 

例 6  在例 2 中，若设事件 A “第一次出现正面”．在一次试验中， A发生当且仅当在

这次试验中出现样本点 ( ), ( )正正 正反 中的一个．这样可以认为 A是由 ( ), ( )正正 正反 组成的，

而将 A定义为它们组成的集合 {( ), ( )}A  正正 正反 ．又如事件 B “两次出现同一面”， B 发

生当且仅当现样本点 ( ), ( )正正 反反 中的一个出现，而将 B定义为集合 {( ), ( )}B  正正 反反 ．类

似地，事件 C “至少有一次出现正面”，可定义为集合 {( ), ( ), ( )}C  正正 正反 反正 ． 



 

一般地，人们将事件定义为样本点（基本事件）的某个集合，即样本空间的某个子集．称

事件 A发生，当且仅当 A中某一样本点出现． 

样本空间  和空集作为  的子集也看作事件．由于  包含所有的样本点，故在每次

试验中，必有一个样本点  发生，即在试验中，事件 必然发生，因此 是必然事件．又

因在中不包含任何一个样本点，故在任一次试验中，永远不会发生，因此是不可能事

件．常用 ,分别表示必然事件与不可能事件． 

必然事件与不可能事件可以说不是随机事件，但为了今后研究的方便，还是把它们作为

随机事件的两个极端情形来处理． 

再看几个事件的例子． 

例7  在例 3 中，如果设 A “呼叫次数不超过三次”， B “呼叫次数大于五次”，则

{0,1,2,3}, {6,7,8, }A B   ． 

例 8  在例 4 中，设 A＝“寿命小于五小时”，则 { : 0 5}A t t ≤ ． 

习题 1.1 

1．写出下列随机试验的样本空间： 

（1）记录一个小班一次数学考试的平均分数（设以百分制记分）． 

（2）生产产品直到有 10 件正品为止，记录生产产品的总件数． 

（3）对某工厂出厂的产品进行检查，合格的记“正品”，不合格的记“次品”. 如连续查

出 2 个次品就停止检查，或检查 4 个产品就停止检查，记录检查的结果． 

（4）在单位圆内任意取一点，记录它的坐标． 

2．写出下列随机试验的样本空间： 

（1）抛三枚硬币； 

（2）抛三颗骰子； 

（3）连续抛一枚硬币，直至出现正面为止； 

（4）在某十字路口，一小时内通过的机动车辆数； 

（5）某城市一天内的用电量． 

3．写出下列随机试验的样本空间及表示下列事件的样本点集合． 

（1）10 件产品中有 1 件是不合格品，从中任取 2 件得 1 件不合格品． 

（2）一个口袋中有 2个白球、3个黑球、4个红球，从中任取一球，①得白球，②得红球． 

第二节  事件关系与运算 



 

在实际问题中，往往要在同一个试验中同时研究几个事件以及它们之间的联系．详细分

析事件之间的关系，不仅帮助人们更深入地认识事件的本

质，而且可大大简化一些复杂的事件． 

为直观起见，概率论中常用平面上的一个矩形域表示样

本空间  ，矩形内的每一点表示样本点，并用一个圆或其

他几何图形表示事件 A，如图 1.1 所示，这类图形称为维恩

（Venn）图． 

一、事件间的关系 

下面的讨论总是假设在同一样本空间（即同一个随机现象）中进行．事件间的关系与

集合间的关系一样主要有以下几种： 

1．包含关系 

若事件 A中的每一个样本点都属于事件 B ，则称事件 B 包含事件 A ，记作 A B 或

B A ． 

显然，这时事件 A发生必然导致事件 B发生，故 B包含 A也常定义为：“若 A发生必然

导致 B发生，则称 B包含 A”． 

例如，在上节例 6 中，由于 { , }A  (正正)(正反) ， {( ), ( ), ( )}C  正正 正反 反正 ，故有 A C ． 

对任意事件 A，有 A    ． 

2．相等关系 

如果事件 A与事件 B满足：属于 A的样本点必属于 B，而且属于 B的样本点必属于 A，

即 A B 且 B A ，则称事件 A与 B 相等，记为 A B ． 

例 9  掷两颗骰子，以 A记事件“两颗骰子的点数之和为奇数”，以 B记事件“两颗骰子

的点数为一奇一偶”．很容易证明： A发生必然导致 B发生，而且 B发生必然导致 A发生，

所以 A B ． 

3．互不相容 

如果 A与 B没有相同的样本点，则称 A与 B 互不相容．用概率论的语言说： A与 B互不

相容就是事件 A与事件 B不可能同时发生． 

如在电视机寿命试验中，“寿命小于 1 万小时”与“寿命大于 5 万小时”是两个互不相容

的事件，因为它们不可能同时发生． 

二、事件运算 

事件的运算与集合的运算相当，有并、交、差和余四种运算． 

 

图 1.1  事件 A 的维恩（Venn）图 



 

1．事件的并 

事件 A与 B的并，记为 A B ．其含义为“由事件 A与 B中所有的样本点（相同的只计

入一次）组成的新事件”．或用概率论的语言说，“事件 A与 B中至少有一个发生”． 

如在掷一颗骰子的试验中，记事件 A “出现奇数点”= {1,3,5}，记事件 B “出现的点

数不超过 3”= {1,2,3}，则 A与 B的并为 {1, 2,3,5}A B  ． 

2．事件的交 

事件 A与 B的交，记为 A B ，或简记为 AB．其含义为“由事件 A与 B中相同的样本点

组成的新事件”，或用概率论的语言说：“事件 A与 B同时发生”． 

如在掷一颗骰子的试验中，记事件 A “出现奇数点”= {1,3,5}，记事件 B “出现的点

数不超过 3”= {1,2,3}，则 A与 B的交为 {1,3}AB  ． 

若事件 A与 B互不相容，则其交必为不可能事件，即 AB  ，反之亦然．这表明：AB  

就意味着 A与 B是互不相容事件． 

事件的并与交运算可推广到有限个或可列个事件．譬如有事件 1 2, , ,A A  则
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3．事件的差 

事件 A对 B的差，记为 A B ．其含义为“由在事件 A中而不在事件 B中的样本点组成

的新事件”，或用概率论的语言说：“事件 A发生而事件 B不发生”． 

如在掷一颗骰子的试验中，记事件 A “出现奇数点”= {1,3,5}，记事件 B “出现的点

数不超过 3”= {1,2,3}，则 A对 B的差为 {5}A B  ． 

4．对立事件 

事件 A的对立事件，记为 A．其含义为“由在 中而不在 A中的样本点组成的新事件”，

或用概率论的语言说：“ A不发生”，即 A A  ． 

注意：对立事件是相互的，即 A的对立事件是 A，而 A的对立事件是 A，即 A A ．必

然事件  与不可能事件 互为对立事件，即 ,      ． 

如在掷一颗骰子的试验中，记事件 A “出现奇数点”= {1,3,5}的对立事件是 {2,4,6}A  ，

事件 B “出现的点数不超过 3”= {1,2,3}的对立事件是 {4,5,6}B  ． 

A与 B互为对立事件的充要条件是： A B   ，且 A B  ． 

此性质也可作为对立事件的另一种定义，即如果事件 A 与 B 满足： A B   ，且

A B  ，则称 A与 B互为对立事件，记为 ,  A B B A  ． 

例 10  设 A , B ,C是某个随机现象的三个事件，则 

（1）事件“ A与 B发生， C不发生”可表示为： ABC； 

（2）事件“ A , B ,C中至少有一个发生”可表示为： A B C  ； 



 

（3）事件“ A , B ,C中至少有两个发生”可表示为： AB AC BC  ； 

（4）事件“ A , B ,C中恰好有两个发生”可表示为： ABC ABC ABC  ； 

（5）事件“ A , B ,C中同时发生”可表示为： ABC； 

（6）事件“ A , B ,C都不发生”可表示为： ABC ； 

（7）事件“ A , B ,C不全发生”可表示为： A B C  ． 

三、事件的运算性质 

1．交换律 

,    A B B A AB BA                           （1-1） 

2．结合律 

( ) ( )A B C A B C                             （1-2） 

( ) ( )AB C A BC                             （1-3） 

3．分配律 

( )A B C AC BC                            （1-4） 

( ) ( ) ( )A B C A C B C                           （1-5） 

4．对偶律（德·摩根公式） 

A B A B                               （1-6） 

A B A B                               （1-7） 

对偶原理在事件的运算中经常用到，它可以推广到更多个事件的情况，即 
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                            （1-9） 

用语言表述为：“事件并的对立事件等于对立事件的交，事件交的对立事件等于对立事件的

并．” 

例 11  在检查某种圆柱形零件时，要求它的长度和直径都必须合格．设 , ,A B C 分别表示

事件“直径合格”、“长度合格”、“产品合格”，则 

（1） ,C A C B  ； 

（2） , ,A B C 分别表示“直径不合格”、“长度不合格”、“产品不合格”； 

（3） C A B  ； 

（4） C A B  ； 

（5） C A B  ． 



 

习题 1.2 

1．在抛三枚硬币的试验中写出下列事件的集合表示： 

A “至少出现一个正面”； B “最多出现一个正面”； 

C “恰好出现一个正面”； D “出现三面相同”． 

2．在数学系的学生中任选一名学生，令事件 A表示被选学生是男生，事件 B表示被选

学生是三年级学生，事件 C表示该生是运动员． 

（1）叙述 ABC的意义． （2）在什么条件下 ABC C 成立？ 

（3）什么时候关系式 C B 是正确的？ （4）什么时候 A B 成立？ 

3．一个工人生产了 n个零件，以事件 iA 表示他生产的第 i个零件是合格品（1 i n≤ ≤ ）．用

iA 表示下列事件： 

（1）没有一个零件是不合格品； （2）至少有一个零件是不合格品； 

（3）仅仅只有一个零件是不合格品； （4）至少有两个零件是不合格品． 

4．证明下列各式： 

（1） A B B A  ； （2） A B B A  ； 

（3） ( ) ( )A B C A B C    ； （4） ( ) ( )A B C A B C    ； 

（5） ( )A B C AC BC   ； （6）
1 1
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i i

i i

A A
 

  ． 

5．试问下列命题是否成立？ 

（1） ( ) ( )A B C A B C     ； （2）若 AB  且 C A ，则 BC  ； 

（3） ( )A B B A  ； （4） ( )A B B A  ． 

6．试用维恩图说明，当事件 A与 B互不相容时，能否得出结论： A与 B相容． 

 

 

 

 

 


