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前 言

大学数学是自然科学的基本语言，是用来探索现实世界物质运动机理的主要手段. 目前，

很多社会科学领域也引入了数学，比如经济、管理等专业，甚至文科专业也开设“文科高等

数学”课程，以提升大学生的必备数学素养. 大学数学是一门科学语言，现在已经变为高校

各专业的通识教育. 对于非数学专业的大学生而言，大学数学教育的意义不仅仅在于它是一

种学习专业的工具，同时也能培养学生的理性思维品格和思辨能力，启迪学生的智慧，开发

学生的创造力，其价值远非专业技术教育所能相提并论的.
随着高校的扩招，我国高等教育快速实现了从精英教育到大众化教育的过渡. 同时也给

我国高等教育带来了一系列的变换、问题和挑战. 进入大众化教育以后，首当其冲受到影响

的就是大学数学. 对于一般本科院校而言，学生基础薄弱，加上传统大学数学教材重理论，

轻实践，高雅，枯燥，使得学生难以接受，导致学生厌学，后继专业课难以开展等. 另外，

为了培养应用型人才，课程内容设置开始淡化理论推导，突出实践，大学数学课的课时也越

来越少，比如线性代数、概率统计都压缩为 36 课时，高等数学则变为一学期，只开设 72 课

时. 另外，随着社会的发展，计算机越来越普及，所以我们只有借助数学软件的强大功能才

能站得更高，走得更远. 针对这种现象，我们尝试组织编写了系列大学数学公共课教材：

高等数学简明教程 （72～90 课时）；

线性代数 （36～54 课时）；

概率统计简明教程 （36～54 课时）.
为了突出特色，本套教材将以最少的课时讲解与专业有关的数学知识，以理工科通用数

学软件MATLAB为基础增加计算机实现，辅助教学，同时，还要保证理论完整，逻辑严谨，

妙趣横生，主要适用于普通高等院校课时较少的大学数学公共课. 值得一提的是，我们在教

材中穿插了历史上有杰出贡献的数学家的故事，从他们身上既可以领略数学家坚韧不拔地追

求真理的人格魅力和科学精神，也可以体会形形色色的人生，从而给自己以启迪. 一套教材

构不成一门课，只有教师和学生在一起才能构成一门课，而教材只是支持这门课的信息资源，

因此教师只有真正做到以学生为中心，处处为学生着想，充分发挥老师的指导作用，引导学

生主动学习，让学生真正思考，才能把内容讲活，才能让学生终身受益. 为此，老师要以“没

有教不会的学生，只有不会教的老师”的高标准来严格要求自己，然而作为学生，绝不可以

拿着这个理由作为挡箭牌，被动接受知识，要充分发挥主观能动性，要有“就是没有老师教，

我照样考 100 分”的精神.
“线性代数”作为高等学校本科数学基础中的重要的必修课程，是中学代数的继续和提高，

是进一步学习相关专业课的必备基础. 基础课毕竟不是专业课，本着“服务专业，兼顾数学

体系”的原则，本书不攀比难度，做到难度适当，深入浅出，举一反三，融会贯通. 在编写

过程中，我们博采百家之长，注重基本理论、概念、方法的叙述，坚持抽象概念形象化的原

则，关注应用能力、解题能力的培养，读者只需有高等数学基础即可读懂本书. 由于在每年



考研中，数1、数2、数3的线性代数内容占到了20%左右，所以我们也参考了最新颁布的

《全国硕士研究生入学统一考试数学考试大纲》的要求，力求教材的体系、内容既符合数学学

科本科生的特点，又兼顾报考研究生的学生需求，书中很多题目直接采用了历年考研真题. 例

题可以加深读者对理论的理解，为此，我们配备了大量例题和习题，难度各异，以满足不同

学生的需求. 注意，本书介绍的例题和习题是按照读者了解行列式、矩阵等的运算规则，阐

明思路，介绍方法来编写的，所以都非常简单. 然而，在源于实际问题的数学模型中，情况

就完全不同了，这时，仅用笔和纸的手工运算无疑太费时费力，而且几乎不可能实现，因此，

把这些烦琐的计算用计算机和数学软件来完成已成为首选. 国外近几年通用的线性代数教材

都附有数学软件，借助数学软件 MATLAB 辅助教学也是本书特色之一.
全书共 5 章，分别为行列式、矩阵及其运算、线性方程组与向量、矩阵的特征值与特征

向量、二次型. 书末附录是主体内容外的选学部分. 附录 1、2 分别给出 MATLAB 简明教程

与线性代数实验以供读者参考并加深对正文的理解；附录 3、4 供读者课外阅读，以了解代数

学发展历史，感受代数学家的个人魅力，探讨学习方法.
本书可作为理工类、经济类、管理类各专业的本科生教材，也可作为相关专业的参考用

书. 线性代数，一般每学期总学时为 36～54 学时，包括习题课. 建议按第 1 到第 5 章的顺序

分配学时如下：

（1） 6 8 12 6 4 36     学时；

（2）10 12 14 8 6 50     学时，线性代数实验 4 学时.
以上建议仅供参考，任课老师可根据实际需要合理安排各章学时并选择教学重点. 如果

课时非常少，书中带*号的内容可供读者自学. 当今社会，计算机非常普及，有条件的院校，

可安排一定的上机课辅助教学，体会 MATLAB 的神奇. 当然，学生也可利用个人电脑自学线

性代数实验.
本书由天水师范学院数学与统计学院王三福、王丙参、何建伟共同编写，第 1 章及附录

2、3、4 由王丙参编写，第 2、3、5 章、附录 1 及参考答案由王三福编写，第 4 章由何建伟

编写. 我们经常在一起讨论、切磋写法，再经过反复讨论和修改后定稿. 本书在编写过程中，

得到了学院领导的大力支持，代数教研室的同事认真审阅了书稿，提出了宝贵的修改意见；

得到了西南交通大学出版社有关各方和同仁的大力支持，特在此一并致以诚挚的谢意！

虽然我们希望编写出一本质量较高、适合当前教学实际需要的教材，但由于编者水平有

限，书中难免存在不妥之处，恳切希望读者批评、指正，使本教材得以完善.

编 者
2016 年 3 月
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1 行列式

行列式是线性代数中的一个基本概念，也是讨论许多问题的一个基本工具. 本章通过线

性方程组引入二阶、三阶行列式的定义，进而归纳出 n阶行列式的定义，并讨论其性质和计

算方法，最后介绍行列式在解特殊线性方程组中的应用，即克莱姆（Cramer）法则.

1.1 行列式定义

作为行列式定义的准备，需要引入一些概念，我们首先讨论数域、排列与对换.

1.1.1 数域、排列与对换

在研究某些问题时，常常需要限定所研究对象的取值范围. 例如，求方程 2 1 0x   的根，

在实数范围内无解，但在复数范围内有解，解为 i . 又如，在整数范围内，除法不是普遍可

做的，因为商不一定是整数，但在有理数范围内，只要除数不为零，除法总是可做的. 另一

方面，这些范围不同的实数、复数有着许多共同的运算（指加法、减法、乘法和除法）性质.
为了在讨论中能把具有这些共同运算性质的数集统一处理，我们引入一个一般概念.

定义 1.1.1 设 P是至少由两个不同复数组成的集合，若 P中任意两个数的和、差、积、

商（除数不为零）仍为 P中的数（简称四则运算封闭），则 P就是一个数域.

显然，全体有理数的集合、全体实数的集合、全体复数的集合都是数域，分别用字母

, ,Q R C 来表示，且有  Q R C . 注意，全体整数的集合 Z 不是数域，这是因为 2,3Z ，且

3 0 ，但
2
3
Z ，这表明 Z 对除法不封闭.

定义 1.1.2 由 1,2, ,n ( 1n  )组成的一个 n元有序数组称为一个 n级排列，简称排列，

记作 1 2 ni i i .

例如，1234，2431 都是 4 级排列，45231 是一个 5 级排列. 2级排列共有 2 个，它们分别

是 12 和 21；3 级排列共有 6 个，它们分别是

123，132，213，231，312，321.

n级排列的总数是 P !n n ，是偶数. 推导如下：

从 n个元素中任取一个放在第一个位置上，有 n种取法；

从剩下的 1n  个元素中任取一个放在第二个位置上，有 1n  种取法；

这样继续下去，直到最后剩下的一个元素放在第 n个位置上，只有 1 种取法. 于是

P ( 1) 3 2 1 !n n n n        .

显然，在 n级排列中，除标准排列12 n 是按自然顺序（即由小到大的顺序）排列的以



外，其余的 n级排列都或多或少地破坏了自然顺序，例如，在 3 级排列 312 中，3 比 1 和 2
都大，但 3 排在 1 和 2 的前面.

通常，标准排列12 n 也称为自然排列.
在一个排列 1 2 ni i i 中，如果一对数的前后位置与大小顺序相反，即前面的数大于后面的

数，那么它们就称为一个逆序 . 一个排列中逆序的总数就称为这个排列的逆序数，记为

1 2( )ni i i  .
设 1 2 ni i i 为一个 n级排列，可以按照下列两种方法求 1 2( )ni i i  .
（1）先求出排在 1 前面的数码的个数，不妨设为 1t ，则有 1t 个数码与 1 构成逆序； 然后

求出排在 2 的前面且比 2 大的数码的个数，不妨设为 2t ，则有 2t 个数码与 2 构成逆序；如此

继续下去，最后求出排在 1n  的前面且比 1n  大的数码的个数，不妨设为 1,nt  则有 1nt  个数码

与 1n  构成逆序，则

1

1 2
1

( )
n

n k
k

i i i t




 .

（2）由于 1 2 ni i i 是 n个自然数的一个排列，考虑元素 ki ， 1, 2, ,k n  ，如果比 ki 大的且

排在 ki 前面的元素有 kt 个，就说 ki 这个元素的逆序数是 kt . 全体元素的逆序数总和

1 2 1
1

( )
n

n n k
k

i i i t t t t


      .

显然，从计算机编程的角度考虑，方法（2）更容易实现.
例 1.1.1 求 (346521) .
解 （1）由于在 6 级排列 346521 中，与 1 构成逆序的数码个数 1 5t  ，与 2 构成逆序的

数码个数 2 4t  ，与 3 构成逆序的数码个数 3 0t  ，与 4 构成逆序的数码个数 4 0t  ，与 5 构成

逆序的数码个数 5 1t  ，因此，

5

1
(346521) 5 4 0 0 1 10i

i
t



       .

（2）
6

1
(346521) 0 0 0 1 4 5 10i

i
t



        .

对方法（2），MATLAB 实现如下：

x=[3 4 6 5 2 1];t=0;y=[];
n=length(x); %数据 x的长度

for i=1:1:n
y(i)=length(find(x([1:i])>x(i)));

end
y %y(i)是 x(i)的逆序数

t=sum(y) %t表示排列 x的逆序数

运行结果如下：

y =
0 0 0 1 4 5

t =



10
例 1.1.2 求 n级排列 ( 1) 21n n   的逆序数.
解 由于在 n级排列 ( 1) 21n n   中与 k ( 1, 2, ,k n  )构成逆序的数码个数 kt n k  ，因

此有：

1 1

1 1

( 1)( ( 1) 21) ( )
2

n n

k
k k

n nn n t n k
 

 


      .

例 1.1.3 求 3 级排列中所有的排列的逆序数.
解 由逆序定义可知

(123) 0 0 0    ， (132) 0 1 1    ，

(213) 1 0 1    ， (231) 2 0 2    ，

(312) 1 1 2    ， (321) 2 1 3    .

逆序数为偶数的排列称为偶排列；逆序数为奇数的排列称为奇排列.

由例1.1.3知，在3级排列中，有三个偶排列，即123，231，312；有三个奇排列，即 132，
213，321.

定义1.1.3 在一个排列中，如果把某两个数码的位置互换，而其余的数码不动，就得

到一个新的排列. 这样一个变换称为一个对换. 相邻数码的对换称为相邻对换.

比如，3 级排列 231 是偶排列，经过 1，2 两数码的对换，就可得到排列 132，此排列是

奇排列；3 级排列 321 是奇排列，经过 1，3 两数码的对换，就可得到排列 123，此排列是偶

排列.
定理 1.1.1 对换改变排列的奇偶性.
证明* 先证相邻对换的情形.
不妨设排列为 1 2 1 2l ma a a abb b b  ，对换 a与 b，可得到新排列

1 2 1 2l ma a a bab b b  .

很显然，对换 a与 b，并不改变数码 1 2 1 2, , , ; , , ,l ma a a b b b  的逆序数，而只改变了 a与 b的

逆序数：当 a b 时，经对换后， a的逆序数增加 1，而 b的逆序数不变； 当 a b 时，经对换

后， a的逆序数不变，而 b的逆序数减少 1，即有

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 1l m l ma a a bab b b a a a bab b b      ，

由此可得，排列 1 2 1 2l ma a a abb b b  与 1 2 1 2l ma a a bab b b  的奇偶性不同.

再证一般对换的情形.
不妨设排列为 1 2 1 2 1l m na a a ab b b bc c   ，对其作 m次相邻对换，变成

1 2 1 2 1l m na a a abb b b c c   ，

再对此排列作 1m  次相邻对换可得新排列

1 2 1 2 1l m na a a bb b b ac c   ，

即从排列 1 2 1 2 1l m na a a ab b b bc c   变成排列 1 2 1 2 1l m na a a bb b b ac c   经过了 2 1m  次相邻数码



的对换，因此，由相邻对换改变排列的奇偶性可得这两个排列的奇偶性不同.
由定理1.1.1知排列奇偶性的变化与对换次数有关，即若对换次数为偶数，则排列的奇

偶性不变；若对换次数为奇数，则排列的奇偶性改变. 由此可得下列推论.
推论 1 奇排列变成偶排列的对换次数为奇数；而奇排列变成奇排列的对换次数为偶数.

推论 2 在全部 n级排列中，奇、偶排列的个数相等，各有
!

2
n

个.

证明 设在全部 n级排列中，奇、偶排列的个数分别为 p和 q，若对 p个奇排列施行一

次相同的对换，则由定理 1.1.1 知，得到 p个不同的偶排列，由于偶排列的总个数为 q，因此

有 p q≤ .

同理可得， q p≤ ，从而
!

2
np q 

1.1.2 行列式概念

我们先从解二元和三元线性方程组引入二阶和三阶行列式的概念及其计算法则.
用消元法解二元线性方程组：

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

a x a x b
a x a x b

 
  

. （1.1.1）

用加减消元法可得

11 22 12 21 1 1 22 12 2

11 22 12 21 2 11 2 1 21

( )
( )
a a a a x b a a b
a a a a x a b b a

  
   

.

当 11 22 12 21 0a a a a  时，方程组(1.1.1)有唯一解，即

1 22 12 2
1

11 22 12 21

b a a b
x

a a a a





， 11 2 1 21
2

11 22 12 21

a b b a
x

a a a a





. （1.1.2）

这里，称代数式 11 22 12 21a a a a 为二阶行列式，用符号表示为

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
    ，

其中，数 ija 称为行列式的元素，横排的称为行，竖排的称为列. ija 的两个下标表示该元素在

行列式中的位置，第一个下标 i称为行标，表示该元素所在的行，第二个下标 j称为列标，

表示该元素所在的列，常称 ija 为行列式的 ( , )i j 元素. 而称

11 12

21 22

a a
D

a a
   

为二元线性方程组（1.1.1）的系数行列式.

由二阶行列式的定义，（1.1.2）式可用二阶行列式叙述为:
当方程组（1.1.1）的系数行列式 0D  时，该方程组有唯一解，即



1
1

D
x

D
 ， 2

1
D

x
D

 .

其中 1 12
1

2 22

b a
D

b a
   ， 11 1

2
21 2

a b
D

a b
   .

注意，这里的分母 D是方程组（1.1.1）的系数所确定的二阶行列式（系数行列式）， 1x 的

分子 1D 是用常数项 1 2,b b 替换 D中 1x 的系数 11 21,a a 所得的二阶行列式， 2x 的分子 2D 是用常数

项 1 2,b b 替换 D中 2x 的系数 12 22,a a 所得的二阶行列式.

类似地，对三元线性方程组：

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x b

  
   
   

， （1.1.3）

称代数式

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32a a a a a a a a a a a a a a a a a a    

为三阶行列式，也称为三级行列式，用符号表示为

11 12 13

11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32 21 22 23

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a
        .

显然，我们可以验证：

11 12 13
22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13
32 33 31 33 31 32

31 32 33

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a
          .

这个结论很重要，即行列式按行展开公式，它的一般形式会在后面给出.

当方程组（1.1.3）的系数行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

0
a a a

D a a a
a a a

   时，该方程组有唯一解，即

31 2
1 2 3

DD D
x x x

D D D
  ， ， ，

其中
1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

b a a
D b a a

b a a
   ，

11 1 13

2 21 2 23

31 3 33

a b a
D a b a

a b a
   ，

11 12 1

3 21 22 2

31 32 3

a a b
D a a b

a a b
   .

行列式中从左上角到右下角的对角线称为主对角线，从右上角到左下角的对角线称为

副对角线 . 三阶行列式的展开式可用对角线法得到 . 三阶行列式的对角线法则，如图 1.1.1



所示.

图 1.1.1

其中三条实线看作平行于主对角线的连线，三条虚线看作平行于副对角线的连线，每一条实

线上的三个元素的乘积带正号，每一条虚线上的三个元素的乘积带负号，所得六项的代数和

就是三级行列式的展开式.

例 1.1.4 计算三阶行列式

1 2 4
2 2 1
3 4 2

D


 
 
  .

解 由行列式的定义可知

1 2 4
2 1 2 1 2 2

2 2 1 1 2 4
4 2 3 2 3 4

3 4 2
D


 

       
   

 
        

1 [2 ( 2) 1 4] 2 [( 2) ( 2) 1 ( 3)] 4 [( 2) 4 2 ( 3)]                    

8 14 8 14      .

MATLAB 实现如下：

D=[1 2 -4;-2 2 1;-3 4 -2];
det(D) %行列式 D的值

运行结果如下：

ans =
-14

例 1.1.5 利用对角线法则计算三阶行列式

a b c
D b c a

c a b
   .

解 由对角线法则，得

3 3 3 3 3 33D acb bac bac c b a abc a b c          .

从二阶和三阶行列式的定义可以看出，二阶和三阶行列式有以下特点:
（1）二阶行列式和三阶行列式分别是 2!和 3!项的代数和；

（2）每一项分别是取自不同行不同列的 2 个和 3 个元素的乘积；

（3）每一项都带有符号，且一半带有正号，一半带有负号. 当行标构成的排列是标准排

列时，这一项的符号是由其列标构成的排列的奇偶性决定的，即当列标构成的排列是奇排列

时，这一项带有负号；而当列标构成的排列是偶排列时，这一项带有正号 .



总之，二阶和三阶行列式可分别表示为

1 2
1 2

1 2

11 12 ( )
1 2

21 22

( 1) j j
j j

j j

a a
a a

a a
   ，

1 2 3
1 2 3

1 2 3

11 12 13
( )

21 22 23 1 2 3

31 32 33

( 1) j j j
j j j

j j j

a a a
a a a a a a
a a a

   ，

其中
1 2j j
和

1 2 3j j j
 分别表示对所有 2 级和 3 级排列求和.

下面把二阶和三阶行列式推广到 n阶行列式.
定义 1.1.4 称 !n 项的代数和

1 2
1 2

1 2

( )
1 2( 1) n

n
n

j j j
j j nj

j j j
a a a 




为 n阶行列式，也称为 n级行列式，简记为 det( )ija ，其中数 ija 为行列式 D的 ( , )i j 元素. 用符

号表示为

1 2
1 2

1 2

11 12 1

21 22 2 ( )
1 2

1 2

( 1) n
n

n

n

n j j j
j j nj

j j j

n n nn

a a a
a a a

a a a

a a a

  







  



  ，

这里 1 2 nj j j 是12 n 的一个排列，
1 21 2 nj j nja a a 是取自不同行不同列的 n个元素的乘积，且

1 21 2 nj j nja a a 按下列规则带有符号 : 当 1 2 nj j j 是偶排列时，带有正号；当 1 2 nj j j 是奇排列

时，带有负号.
当 1n  时，一阶行列式就是数 11 11a a . 注意，不要与绝对值记号相混淆.
一般地，在定义 1.1.4 中， n阶行列式中的项可写成

1 1 2 2 n ni j i j i ja a a ，利用排列的性质，不

难证明
1 1 2 2 n ni j i j i ja a a 的符号为 1 2 1 2( ) ( )( 1) n ni i i j j j    . 于是 n阶行列式的等价定义为：

定义 1.1.5* 1 2 1 2
1 1 2 2

1 2
1 2

11 12 1

21 22 2 ( ) ( )

1 2

( 1) n n
n n

n
n

n

n i i i j j j
i j i j i j

i i i
j j j

n n nn

a a a
a a a

a a a

a a a

    








  



  ，

这里
1 2
1 2

n
n

i i i
j j j





表示对所有 n阶排列求和.

定义 1.1.6* 1 2
1 2

1 2

11 12 1

21 22 2 ( )
1 2

1 2

( 1) n
n

n

n

n i i i
i i i n

i i i

n n nn

a a a
a a a

a a a

a a a

  







  



  ，

这里
1 2 ni i i



表示对所有 n阶排列求和.

显然，定义 1.1.4 和定义 1.1.6 可以看作定义 1.1.5 的特殊情形.



例 1.1.6 设 1 23 35 4 54 6i j ka a a a a a 为 6 阶行列式中带正号的项，求 , ,i j k的值.

解 在项 1 23 35 4 54 6i j ka a a a a a 中，行标构成的排列为标准排列，列标构成的排列为 35 4i j k，

且 , ,i j k的可能取值有下面六种情况

1, 2, 6i j k   ； 1, 6, 2i j k   ； 2, 1, 6i j k   ；

2, 6, 1i j k   ； 6, 1, 2i j k   ； 6, 2, 1i j k   .

又因为项 1 23 35 4 54 6i j ka a a a a a 在 6 级行列式中带正号，且

(135246) 3, (235641) 7, (635142) 11     ，

(135642) 6, (235146) 4, (635241) 12     ，

所以 , ,i j k的取值为

1, 6, 2i j k   ； 2, 1, 6i j k   ； 6, 2, 1i j k   .

例 1.1.7 在四阶行列式 D中，

（1）项 31 24 43 12a a a a 前面应取的正负号是什么？

（2）乘积 31 21 42 23a a a a 是否是行列式 D中的项？

解 （1）适当交换所给项中元素的次序，使得它们的行标按顺序排列，得到

31 24 43 12 12 24 31 43a a a a a a a a ，

这时，相应列标排列逆序数 (2413) 3  是奇数，因而项 31 24 43 12a a a a 前面应取负号.
（2）在乘积 31 21 42 23a a a a 中，元素 21a 和 23a 的行标都是 2，说明这两个元素皆来自第 2 行，

所以乘积 31 21 42 23a a a a 不是行列式 D中的项.

例 1.1.8 证明下面两个等式：

（1）右上（左下）三角形行列式（主对角线下面（上面）的元素全为零的行列式）

11 12 1 11

22 2 21 22

1

1 2

0 0
0 0

0 0

n

n
n

ii
i

nn n n nn

a a a a
a a a a

a

a a a a


 

 
 

     
 

    ；

（2）左上（右下）三角形行列式（副对角线下面（上面）的元素全为零的行列式）

11 1, 1 1 1
( 1)

21 2, 1 2, 1 2 2
1 2, 1 1

1 1 2

0 0
0 0

( 1)

0 0

n n n
n n

n n n
n n n

n n n nn

a a a a
a a a a

a a a

a a a a




 
  

 
 


     

 

   .

分析 （1）中的行列式中，主对角线下面（上面）的元素全为零，而（2）中的行列式

中，副对角线下面（上面）的元素全为零，因此，在它们的展开式中有一些项为零，只需求

出不为零的项即可.
证明 （1）由于当 i j 时， 0ija  ，因此，此行列式中可能不为 0 的元素为



, 1, 2, ,
jp j ja p j j n ≤ ， .

而在所有 n级排列 1 2 np p p 中满足条件 ( 1, 2, , )jp j j n ≤ 的排列只有一个标准排列12 n ，

从而此行列式展开式中不为零的项只有一项 11 22 nna a a ，此项的符号为正. 由此得

11 12 1

22 2

1

0

0 0

n

n
n

ii
i

nn

a a a
a a

a

a







  


  .

类似地，可得

11

21 22

1

1 2

0 0
0 n

ii
i

n n nn

a
a a

a

a a a







  


  .

（2）由于在此行列式中，第 n行的元素除 1na 外，其余的都为零，因此，在此行列式的展

开式中，只需考虑 1nj  的项.
而在第 1n  行中，除 1,1 1,2,n na a  外，其余的元素都为零，因此， 1 1nj   或 1 2nj   . 又因

为 1nj  ，所以， 1 2nj   . 依次这样下去，在此行列式的展开式中，除 1 2, 1 1n n na a a  外，其余

的项全为零，又 1 2, 1 1n n na a a  的符号
( 1)

( ( 1) 21) 2( 1) ( 1)
n n

t n n


   ，于是

11 1, 1 1
( 1)

21 2, 1 2
1 2, 1 1

1

0
( 1)

0 0

n n
n n

n
n n n

n

a a a
a a

a a a

a





 





  



  .

类似地，可得

1
( 1)

2, 1 2 2
1 2, 1 1

1 2

0 0
0

( 1)

n
n n

n n
n n n

n n nn

a
a a

a a a

a a a




 





  



  .

特别地，

主对角形行列式(主对角线以外的元素全为零的行列式)

11

22

1

0 0
0 0

0 0

n

ii
i

nn

a
a

a

a







   


  .



副对角形行列式（副对角线以外的元素全为零的行列式）

1
( 1)

2, 1 2
1 2, 1 1

1

0 0
0 0

( 1)

0 0

n
n n

n
n n n

n

a
a

a a a

a




 





  



  .

三角形行列式为常用的特殊行列式，其计算方便，应用广泛.

1.2 行列式的性质

尽管在行列式的定义中给出了计算行列式的具体方法，但其计算量是很大的，对于一般

的高阶（ 4n≥ ）行列式，直接利用定义计算会很困难或几乎不可能. 例如，计算一个20阶
行列式，需作 19 20! 次乘法，用每秒运算亿万次的计算机，也需要计算一千年才行. 虽然

MATLAB软件很容易求出数值型行列式的值，但若行列式的元素都是字母时，用MATLAB
软件求解也可能很不方便. 因此，非常有必要研究行列式的性质，揭示 n阶行列式的运算规

律，进而简化其计算，而且这对行列式的理论研究也很重要. 记

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






  


  ，

11 21 1

12 22 2T

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

D

a a a






  


  ，

行列式 TD 称为行列式 D的转置行列式，即将行列式 D的行与列互换后得到的行列式就是转

置行列式.
性质 1 行列式与它的转置行列式相等.
证明* 记 det( )ijD a 的转置行列式为

11 12 1

21 22 2T

1 2

n

n

n n nn

b b b
b b b

D

b b b






  


  ，

即 TD 的 ( , )i j 元为 ijb ，则 ij jib a ， , 1, 2, ,i j n  . 按定义

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )T
1 2 1 2( 1) ( 1)n n

n n
n n

j j j j j j
j j nj j j j n

j j j j j j
D b b b a a a D       

 
  .

由此性质可知，行列式中的行和列具有同等的地位，即行列式的性质凡是对行成立的对

列也同样成立，反之亦然.
性质 2 互换行列式的两行（列），行列式变号.
证明* 设行列式



11 12 1

21 22 2
1

1 2

n

n

n n nn

b b b
b b b

D

b b b






  


  

是由行列式 det( )ijD a 对换 ,i j两行得到的，即当 ,k i j 时， kp kpb a ；当 ,k i j 时， ip jpb a ，

jp ipb a ，于是

1 11 1 1( 1) ( 1)
i j n i j n

t t
p ip jp np p jp ip npD b b b b a a a a         

11( 1)
j i n

t
p ip jp npa a a a     ，

其中1 i j n   为自然排列， t为排列 1 i j np p p p   的逆序数. 设排列 1 j i np p p p   的

逆序数为 1t ，则 1( 1) ( 1) tt    ，故

1
11 1( 1)

j i n

t
p ip jp npD a a a a D        .

以 ir 表示行列式的第 i行，以 ic 表示第 i列，交换 ,i j两行记作 i jr r ，交换 ,i j两列记作

i jc c .

推论 如果行列式有两行（列）完全相同，则此行列式的值等于零.
证明 把相同的两行互换，可得 D D  ，故 0D  .

例 1.2.1 2 2sin cos
sin cos 1

cos sin
D

 
 

 
   


  ，

将第 1 行与第 2 行互换后得

2 2cos sin
cos sin 1

sin cos
D

 
 

 


       .

性质 3 行列式的某一行（列）的所有元素都乘以同一数 k，等于用数 k乘以行列式.
第 i行（或列）乘以 k，记作 ir k （或 ic k ）.

推论 行列式任意一行（列）的公因子可以提到行列式外面.
第 i行（或列）提出公因子 k，记作 ir k （或 ic k ）．

例 1.2.2 计算行列式

0
0

0

a b
D a c

b c
  


  .

解 显然，我们有

T 3

0 0
0 ( 1) 0

0 0

a b a b
D a c a c D

b c b c

 
      

 
    .

又因为 TD D ，所以 0D  .
由性质 2、性质 3 的推论立即可得：

性质 4 如果行列式中有两行（列）元素成比例，则行列式的值等于零.



性质 5 如果行列式的某一列（行）的元素都是两数之和，行列式关于该列（行）可分

解为两个行列式，则原行列式的值等于两个行列式的值之和.
比如，

1 1 1

11 12 1 1 1 11 12 1 1 11 12 1 1

21 22 2 2 2 21 22 2 2 21 22 2 2

2 2 2

i i n i n i n

i i n i n i n

n n ni ni nn n n ni nn n n ni nn

a a a a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a

 
 

 

 

     
     

           
     

      

由性质 4、性质 5 立即可得：

性质6 把行列式的某一列（行）的各元素乘以同一数然后加到另一列（行）对应的元

素上去，行列式不变.
例如，以数 k乘以第 j行（或列）加到第 i行（或列）上，记作 i jr kr （或 i jc kc ）.
利用行列式的性质可以简化行列式的计算，特别是利用 i jr kr （或 i jc kc ）可以把行列

式中许多元素化为0. 在计算行列式时，一个常用的方法就是利用 i jr kr 把行列式化为上三角

形行列式，从而算得行列式值.

例 1.2.3 已知三阶行列式
1 1 1

2 2 2

3 3 3

10
a b c
a b c
a b c

  ，求三阶行列式
3 3 3

1 1 1

2 2 2

a b c
a b c
a b c
  .

解 由行列式的性质可知：

3 3 3

1 1 1

2 2 2

a b c
a b c
a b c
  

1 2r r 1 1 1

3 3 3

2 2 2

a b c
a b c
a b c

   
2 3r r 1 1 1

2 2
2 2 2

3 3 3

( 1) ( 1) 10 10
a b c
a b c
a b c

      .

例 1.2.4 已知三阶行列式
11 12 13

21 22 23

31 32 33

1
a a a
a a a
a a a

  ，求三阶行列式：

11 12 13

31 32 33

21 31 22 32 23 33

4 4 4

2 3 2 3 2 3

a a a
a a a

a a a a a a  
  .

解 由行列式的性质可知：

11 12 13

31 32 33

21 31 22 32 23 33

4 4 4

2 3 2 3 2 3

a a a
a a a

a a a a a a  
  

2 3r r
11 12 13

21 31 22 32 23 33

31 32 33

4 4 4
2 3 2 3 2 3

a a a
a a a a a a
a a a

     

1 4r  11 12 13

21 31 22 32 23 33

31 32 33

4 2 3 2 3 2 3
a a a

a a a a a a
a a a

     



2 33r r
11 12 13

21 22 23

31 32 33

4 2 2 2
a a a
a a a
a a a

   

2 2r 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

4 2 8
a a a
a a a
a a a

     .

例 1.2.5 计算行列式

3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

D    .

解 由行列式的性质可知：

3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

D    
1 2 3 4r r r r  

6 6 6 6
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

  
1 6r 

1 1 1 1
1 3 1 1

6
1 1 3 1
1 1 1 3

  

2 1 3 1 4 1, ,r r r r r r  

1 1 1 1
0 2 0 0

6 6 1 2 2 2 48
0 0 2 0
0 0 0 2

       .

例 1.2.6 计算行列式：

b a a a
a b a a
a a b a
a a a b

  .

解

3 3 3 3 1 1 1 1

(3 )

b a a a a b a b a b a b
a b a a a b a a a b a a

a b
a a b a a a b a a a b a
a a a b a a a b a a a b

   

        

3

1 1 1 1
0 0 0

(3 ) (3 )( )
0 0 0
0 0 0

b a
a b a b b a

b a
b a


    




  .

例 1.2.7 设



11 1

1

11 1 11 1

1 1

k

k kk

k n

n nk n nn

a a

a a
D

c c b b

c c b b




 


 

   
 

  

0
，

11 1

1

1

det( )
k

ij

k kk

a a
D a

a a
 


 


  ，

11 1

2

1

det( )
n

ij

n nn

b b
D b

b b
 


 


  .

证明 1 2D D D .
证明 对 1D 作运算 i jr r ，把 1D 化为下三角行列式，设为

11 1 11

1 11

1 1

k

kk

k kk k kk

a a p
D p p

a a p p
    


    

 
    

0
，

对 2D 作运算 i jc c ，把 1D 化为下三角行列式，设为

11

2 11

1

nn

n nn

q
D q q

q q
     


  

0
.

于是，对 D的前 k行作运算 i jr r ，再对后 n列作运算 i jc c ，把 D化为下三角行列式，即

11

1

11 1 11

1 1

k kk

k

n nk n nn

p

p p
D

c c q

c c q q



 



   
 

  

0

11 11 1 2kk nnp p q q D D        .

1.3 行列式按行（列）展开

计算行列式的思路之二就是将所计算的行列式通过恒等变换转化为低阶的行列式，其依

据就是行列式按行（列）展开. 为此，先引入余子式和代数余子式的概念.
定义1.3.1 在 n阶行列式 D中，若划掉元素 ija （1 ,i j n≤ ≤ ）所在的第 i行第 j列，则

称剩余的元素构成的 1n  阶行列式为元素 ija 的余子式，记作 ijM ；并称 ( 1)i j
ijM 为元素 ija 的

代数余子式，记作 ( 1)i j
ij ijA M  .

n阶行列式共有 2n 个元素，每一个元素都有其代数余子式，因此共有 2n 个代数余子式.



例1.3.1 已知四阶行列式

1 1 0 1
4 3 2 0
2 7 8 3
5 6 9 4

D




 
  ，写出元素 23 2a  的余子式 23M 与代数

余子式 23A .
解 在所给四阶行列式 D中，划掉元素 23 2a  所在的第 2 行与第 3 列，剩余元素所构成

的三阶行列式为元素 23 2a  的余子式，于是有

23

1 1 1
2 7 3
5 6 4

M


    ， 2 3 2 3
23 23

1 1 1
( 1) ( 1) 2 7 3

5 6 4
A M 


       .

定理1.3.1 一个 n阶行列式，如果其中第 i行所有元素除 ( , )i j 元 ija 外都为零，那么这

个行列式等于 ija 与它的代数余子式的乘积，即

ij ijD a A .

证明* 先证 ( , ) (1,1)i j  的情形. 此时，由例 1.2.7（当 1k  的特殊情形）可得

11

21 22 2 1 1
11 11 11 11 11 11

1 2

0 0

( 1)n

n n nn

a
a a a

D a M a M a A

a a a

    




  


  .

再证一般情形，此时有

11 1 1

1

0 0

j n

ij

n nj nn

a a a

aD

a a a



 
  

 
  

 

  .

为了利用前面的结果，把 D的行列作如下调换：把 D的第 i行依次与第 1i  行、第 2i  行、……、

第 1 行对调，这样，数 ija 就调为 (1, )j 元，调换的次数为 1i  .再把第 j列依次与第 1j  列、第

2j  列、……、第1列对调，这样，数 ija 就调为 (1,1) 元，调换的次数为 1j  次. 于是，所得行

列式

1 1
1 ( 1) ( 1)i j i jD D D       ，

而 1D 中的 (1,1) 元为 ija ，第 1行其余元素都为 0，且 (1,1) 的余子式就是 D中 ( , )i j 元的余子式 ijM .

利用前面的结果，我们有

1 ij ijD a M ，

1( 1) ( 1)i j i j
ij ij ij ijD D a M a A      .



定理1.3.2 行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式乘积之和，即

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A   ， 1,2, ,i n  ，

或

1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A   ， 1, 2, ,j n  .

证明*

11 12 1

1 2

1 2

0 0 0 0 0 0

n

i i in

n n nn

a a a

D a a a

a a a

         


  
   
  



  

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 2

1 2 1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

n n n

i i in

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a

   

  
        

   
        

  

      .

根据定理 1.3.1，即得

1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A   ， 1,2, ,i n  .

类似地，若按列证明，可得

1 1 2 2j j j j nj njD a A a A a A   ， 1, 2, ,j n  .

这个定理叫作行列式按行（列）展开法则. 利用这一法则并结合行列式的性质可以简化

行列式的计算.
另外，根据行列式性质及定理 1.3.2 容易得到：

推论 行列式中任一行（列）元素与其他行（列）对应元素的代数余子式乘积之和一定

等于零.
综合上面结论，可得下列重要公式

1

,
0,

n

ki kj ij
k

D i j
a A D

i j





   


 

  
，

1

,
0,

n

ik jk ij
k

D i j
a A D

i j





   


 

  
，

其中
1,
0,ij

i j
i j




  

  

  
.

在具体计算行列式时，注意到零元素与其代数余子式乘积等于零，这一项可以不必考虑，

于是应该按零元素比较多的一行（列）展开，以减少计算量.



例 1.3.2 计算四阶行列式

7 0 4 0
1 0 5 2
3 1 1 6
8 0 5 0

 
  .

解 由于第 2 列只有一个非零元素，故先按第 2 列展开

12 22 32 42

7 0 4 0
1 0 5 2

0 0 ( 1) 0
3 1 1 6
8 0 5 0

A A A A        
 

  

3 2 3 2
32

7 4 0 7 4 0
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 5 2 1 5 2

8 5 0 8 5 0
M             

2 3
 13 23 32

7 4
0 2 0 2 ( 1) 2 ( 3) 6

8 5
A A A             第 3 列展开  

  .

一般地，若行列式中零元素较少时，可以先应用行列式的性质将行列式某一行（列）的

元素尽可能多的化为零，然后按这一行（列）展开，化为计算低一阶的行列式，如此继续下

去，直到化为三角行列式或二阶行列式，求解最终结果. 当然，在具体操作时，没有固定格

式，要因地制宜.

例 1.3.3 计算四阶行列式

1 2 2 1
0 1 1 2
2 0 1 2
0 2 0 1

  .

解 由于第 1 列已经有两个零，故我们将第 1 行的 2 倍加到第 3 行上去.

1 2 2 1
0 1 1 2
2 0 1 2
0 2 0 1

  
3 12r r

1 2 2 1
0 1 1 2
0 4 3 0
0 2 0 1

 
  

1第 列展开  1+1

1 1 2
1 ( 1) 4 3 0

2 0 1
     

1 32r r
3 1 0
4 3 0
2 0 1


   

3第 列展开  3 3 3 1
1 ( 1) 13

4 3
 

  
 
  .

例 1.3.4* 证明范德蒙德（Vandermonde）行列式：

1 2
2 2 2
1 2

1

1 2 1
1 2

1 1 1

( )
n

n n i j
n i j

n n n
n

x x x
D x x x x x

x x x



  

  





  


≥ ≥
  . （1.3.1）



证明 用数学归纳法. 因为

2 2 1
2 11 2

1 1
( )i j

i j
D x x x x

x x 

    
≥ ≥

  ，

所以，当 2n  时，（1.3.1）式成立.
现在假设（1.3.1）式对 1n  阶范德蒙德行列式成立，下证（1.3.1）式对 n阶范德蒙德行

列式成立.
设法把 nD 降阶：从第 n行开始，后行减去前行的 1x 倍，有

2 1 3 1 1

2 2 1 3 3 1 1

2 2 2
2 2 1 3 3 1 1

1 1 1 1
0
0 ( ) ( ) ( )

0 ( ) ( ) ( )

n

n n n

n n n
n n

x x x x x x
D x x x x x x x x x

x x x x x x x x x  

  
   

  





   


  .

按第 1 列展开，并把每列公因子 1( )ix x 提出，就有

2 3
2 1 3 1 1

2 2 2
2 3

1 1 1

( )( ) ( ) n
n n

n n n
n

x x x
D x x x x x x

x x x  

   





  



  .

上式右端行列式是 1n  阶范德蒙德行列式，按归纳法假设，它等于所有 ( )i jx x 因子的乘积，

其中 2n i j≥ ≥ . 故

2 1 3 1 1
2 1

( )( ) ( ) ( ) ( )n n i j i j
n i j n i j

D x x x x x x x x x x
 

       
≥ ≥ ≥ ≥

.

定理 1.3.2 给出了 n阶行列式按一行（列）展开的方法，该方法可以推广到按某 k行（列）

展开，为此先给出如下定义.
定义1.3.2 在 n阶行列式 D中，任意选定 k行 k列（1 k n≤ ≤ ），位于这些行和列交叉

点处的 2k 个元素，按原来排列组成相对保持不变的一个 k 阶行列式 M ，称为行列式 D的一
个 k阶子式.

在 D中划去 k行、 k列后，余下的元素按原来排列组成相对保持不变的一个 n k 阶行列

式 N ，称为 k阶子式 M 的余子式.
如果 k阶子式 M 在 D中所在的行与列的行标和列标分别为 1 2, , , ki i i 和 1 2, , , kj j j ，则 M

的余子式 N 前添加符号

1 2 1 2( ) ( )( 1) k ki i i j j j        

后，所得到的 n k 阶行列式，称为 k阶子式 M 的代数余子式，记作 A，即

1 2 1 2( ) ( )( 1) k ki i i j j jA N          .

定理 1.3.3（拉普拉斯定理） 在行列式 D中任意取定 k行，1 k n≤ ≤ ，则行列式 D等



于由这 k行元素组成的所有 k阶子式 1 2, , , tM M M 与其对应的代数余子式 1 2, , , tA A A 的乘积

之和，即

1 1 2 2 t tD M A M A M A    ，
!C

!( )!
k
n

nt
k n k

 


.

证明略.
显然，定理 1.3.2 是拉普拉斯定理取一阶子式的特殊情形. 拉普拉斯定理主要应用于高阶

行列式的某些行和列中零元素较多的行列式的计算.
例 1.3.5 用拉普拉斯定理计算行列式：

1 2 3 4
5 6 7 8
0 2 0 0
0 0 3 0

D    .

解 因为在行列式中按第三、第四行展开的全部二阶子式为

1

0 2
0

0 0
M    ， 2

0 0
0

0 3
M    ， 3

0 0
0

0 0
M    ，

4

2 0
6

0 3
M    ， 3

2 0
0

0 0
M    ， 6

0 0
0

3 0
M    .

所以，由拉普拉斯定理可得

4 4D M A .

而 4M 的代数余子式

(3 4) (2 3)
4

1 4
( 1) 12

5 8
A        ，

所以 4 4 6 ( 12) 72D M A      .

1.4 克莱姆法则

行列式的一个重要应用就是解线性方程组 . 含有 n个未知数 1 2, , , nx x x 的 n个线性方程

的方程组：

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







， （1.4.1）

与二、三元线性方程组相类似，它的解可以用 n阶行列式表示，即有



定理 1.4.1（克莱姆（Cramer）法则） 如果线性方程组（1.4.1）的系数行列式不等于

零，即

11 1

1

0
n

n nn

a a
D

a a
 


 


  ，

那么，方程组（1.4.1）有唯一解

1
1

D
x

D
 ， 2

2
D

x
D

 ，…， n
n

D
x

D
 ，

其中， , 1, 2, ,jD j n  是把系数行列式 D中第 j列元素用方程组右端的常数项代替后所得到的

n阶行列式，即

11 1, 1 1 1, 1

1 , 1 , 1

j j n

j

n n j n n j nn

a a b a a
D

a a b a a

 

 


 

    
 

  .

证明* 首先证明解的存在性. 事实上，将 , 1, 2, ,j
j

D
x j n

D
   代入第 i个方程的左端，再

将 jD 按第 j列展开：

1 1 2 2j j j n njD b A b A b A    .

1 2
1 2

1 1 1 1

1 1n n n n
n

i i in ij k kj ij k kj
j k j k

DD D
a a a a b A a b A

D D D D D   

   
       

   
   

1 1

1 1n n

k ij kj i i
k j

b a A b D b
D D 

 
    

 
  ，

即 , 1, 2, ,j
j

D
x j n

D
   是方程组（1.4.1）的解.

再证明解的唯一性.
设 , 1, 2, ,j jx c j n   是方程组（1.4.1）的任意一解，则

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a c a c a c b
a c a c a c b

a c a c a c b

   
    


    







，

以 D的第 j列元素的代数余子式 1 2, , ,j j njA A A 依次乘以以上各等式，相加得

1 1
1 1 1 1

n n n n

k kj kj kj j kn kj n k kj
k k k k
a A c a A c a A c b A

   

     
         

     
     ，

从而 j jDc D .

由于 0D  ，因此



1,2, ,j
j

D
c j n

D
  ， ，

即方程的解是唯一的.
注意，如果读者对双重连加不太理解，可一项一项列出，然后寻找规律即可.
在应用克莱姆法则解线性方程组时，若有唯一解，则需要计算 1n  个 n阶行列式，计算

量还是很大的，我们会在后面给出解线性方程组的更一般方法.
例 1.4.1 解线性方程组：

1 2 3 4

1 2 4

2 3 4

1 2 3 4

2 5 8
3 6 9

2 2 5
4 7 6 0

x x x x
x x x
x x x
x x x x

   
   
    
    

.

解 计算系数行列式：

2 1 5 1
1 3 0 6
0 2 1 2
1 4 7 6

D


 





  
1 2 4 22 ,r r r r 

0 7 5 13
1 3 0 6
0 2 1 2
0 7 7 12


 




  
1第 列展开  

7 5 13
2 1 2
7 7 12


 


  

1 2 3 22 , 2c c c c 
3 5 3
0 1 0
7 7 2

 
 

  
  

2第 行展开  3 3
27

7 2



 
  ，

1

8 1 5 1
9 3 0 6

81
5 2 1 2
0 4 7 6

D


 

 
 



  ， 2

2 8 5 1
1 9 0 6

108
0 5 1 2
1 0 7 6

D




  
 



  ，

3

2 1 8 1
1 3 9 6

27
0 2 5 2
1 4 0 6

D
 

  


  ， 4

2 1 5 8
1 3 0 9

27
0 2 1 5
1 4 7 0

D




 
 


  ，

于是得 1 2 3 43, 4, 1, 1x x x x      .

MATLAB 实现为：

clear %消除内存变量

D=[2 1 -5 1;1 -3 0 -6;0 2 -1 2;1 4 -7 6];b=[8 9 -5 0]’;
n=length(b);
if det(D)~=0 disp(’存在唯一解’);

else disp(’无解或多解’);

end
for i=1:1:n

DI=D;DI(:,i)=b;x(i)=det(DI)/det(D);



end
x
运行结果为：

存在唯一解

x =
3 -4 -1 1
例 1.4.2 已知线性方程组：

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 4 3
3 7 6 5

10 5 7
4 11 2 8 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
     
    

，

（1）判断有无唯一解；

（2）若有唯一解，则求唯一解.
解 （1）计算系数行列式：

1 2 4 1
3 7 6 1
1 1 10 5
4 11 2 8

D

 



 

 

  2 1 3 1 4 13 , , 4r r r r r r  

1 2 4 1
0 1 6 4
0 1 6 4
0 3 18 12

 
 
 
 

  
2 3r r

0，

所以此线性方程组无唯一解.
注意：很多人一遇见“若有唯一解，则求唯一解”，就认为唯一解肯定存在，我们只需

要求出即可. 其实不然，例 1.4.2 的唯一解就是不存在. 至于是有无穷多解，还是无解；若存

在无穷多解，则如何求出它的一般表达式，都将在后面章节中得到解决.
可以证明克莱姆法则的逆否定理也是成立的，即有下面的定理：

定理1.4.2 如果线性方程组（1.4.1）无解或有两个不同的解，则它的系数行列式必为零.
线性方程组（1.4.1）右端的常数项 1 2, , , nb b b 不全为零时，线性方程组（1.4.1）叫作非

齐次线性方程组；当 1 2, , , nb b b 全为零时，线性方程组（1.4.1）叫作齐次线性方程组，即

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0
0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







（1.4.2）

对于齐次线性方程组（1.4.2）， 1 2 0nx x x    一定是它的解，这个解称为它的零解.

如果一组不全为零的数是方程组（1.4.2）的解，则称其为齐次线性方程组（1.4.2）的非零解.

齐次线性方程组（1.4.2）一定有零解，但不一定有非零解.
对于齐次线性方程组（1.4.2），由克莱姆法则可知，如果系数行列式 0D  ，则有唯一解，

意味着仅有零解，无非零解；那么，在什么条件下，它一定有非零解呢？

定理 1.4.3 对于齐次线性方程组（1.4.2），



（1）如果系数行列式 0D  ，则齐次线性方程组（1.4.2）没有非零解；

（2）如果齐次线性方程组（1.4.2）有非零解，则它的系数行列式 0D  .
例 1.4.2 已知齐次线性方程组：

0
0
0

kx y z
x ky z
x y kz

  
   
   

有非零解，求系数 k的值.
解 计算系数行列式：

1 1
1 1
1 1

k
D k

k
   

1 2 3r r r 
2 2 2

1 1
1 1

k k k
k

k

  
  

1 ( 2)r k 
1 1 1

( 2) 1 1
1 1

k k
k

   

2 1 3 1,r r r r  2

1 1 1
( 2) 0 1 0 ( 2)( 1)

0 0 1
k k k k

k
    


  .

由于此齐次线性方程组有非零解，因而系数行列式 0D  ，即

2( 2)( 1) 0k k   ，

所以系数 2k   或 1k  .
例 1.4.3 若线性方程组：

1 2 3

1 2 3

1 2 3

(1 ) 0
(1 ) 0

(1 ) 0

x x x
x x x
x x x






   
    
    

有非零解，求  的值.
解 系数行列式：

1 1 1 3 3 3 1 1 1
1 1 1 1 1 1 (3 ) 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

D
   

   
  

   
      

  
      

2

1 1 1
(3 ) 0 0 (3 )

0 0
   


    


  ，

由于方程组有非零解，则 0D  ，于是 3  ，或 0  .
克莱姆法则在线性方程组理论上是一个很完善的结果，它不仅给出了 n元线性方程组有

唯一解的条件，而且还给出了解与线性方程组的系数和常数项组成行列式的关系，这在理论

研究上具有十分重要的作用. 但是，在后面，我们会发现在线性方程组未知量的个数与方程

个数不等时，克莱姆法则会失效.



习题 1

1. 按自然数从小到大为标准次序，求下列各排列的逆序数.
（1）1234； （2）4132；
（2）13 (2 1)n  24 (2 )n ； （4）13 (2 1)n  (2 )(2 2) 2n n   ；

2. 计算下列二阶行列式.

（1）
2 1
2 3
  ； （2）

a b
b a


  ；

（3）
1 log

log 1
b

a

a
b

  ； （4）
tan sin

1 cos
 


  ；

3. 计算下列三阶行列式.

（1）
1 2 3
3 1 2
2 3 1
  ； （2）

1 1 1
1 2 3
0 1 2
  ；

（3）
0 0
0

x
y z

z x y
  ； （4）

0
0

0

a b
a c
b c

 

  ；

（5）
1998 1999 2000
2001 2002 2003
2004 2005 2006
  ； （6）

2 2
2 2
2 2

a b c a a
b b c a b
c c c a b

 
 

 
  ；

（7）
2 2 2

1 1 1
a b c
a b c
  ； （8）

x y x y
y x y x

x y x y





  ；

4. 证明
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

0
a b a b a b

D a b a b a b
a b a b a b

  
    

  
  .

5. 已知四阶行列式

2

0 0 0 1
0 0 0

1
0 2 0 0
4 0 0

a

a

  ，则 a是什么？

6. 计算四阶行列式.

（1）

4 1 2 4
1 2 0 2

10 5 2 0
0 1 1 7

  ；



（2）

1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1

a
b

c
d






  ；

（3）

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

a
a

D
b

b









  ；

（4）

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 3)
( 1) ( 2) ( 3)
( 1) ( 2) ( 3)
( 1) ( 2) ( 3)

a a a a
b b b b
c c c c
d d d d

  
  
  
  

  ；

7. 写出四阶行列式中含有因子 11 23a a 的项.

8. 已知四阶行列式

1 2 1 1
1 2 3

0
0 0 2
0 0 2

k
D

k
k

 



  ，在实数范围内，元素 k是多少？

9. 计算 n阶行列式

x a a
a x a

a a x




  


  .

10. 计算下列各行列式.

（1）
1

1
n

a
D

a
   ，其中对角线上的元素都是 a，未写出的元素都是 0；

（2）

1 1 1

1

( 1) ( )
( 1) ( )

1
1 1 1

n n n

n n n

n

a a a n
a a a n

D
a a a n

  



 
 



 




  



  ；

（3） 1 1
2

1 1

n n

n

n n

a b

a b
D

c d

c d



 

 

  ；

（4） det( )n ijD a ，其中 | |ija i j  .

11. 用克莱姆法则解下列方程组：



（1）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5
2 4 2

2 3 5 2
3 2 11 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
     
     
    

；

（2）

1 2

1 2 3

2 3 4

3 4

5 6 1
5 6 0
5 6 0
5 1

x x
x x x
x x x
x x

 
   
   
  

；

（3）

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 2 6
3 3 3 2 5
3 2 3
3 3 4

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
    

；

（4）

1 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

3 6 9
2 5 8

2 2 5
7 4 6 4

x x x
x x x x
x x x
x x x x

  
    
    
    

12. 求  取何值时，齐次线性方程组：

(5 ) 2 2 0
2 (6 ) 0
2 (4 ) 0

x y z
x y
x z





   
   
   

有非零解.
13. 若齐次线性方程组：

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0
0
0

x x x
x x x
x x x






  
   
   

有非零解，求常数  的值.

全国研究生数学入学考试统考试题是广大数学教师及参加命题的专家、教授的智慧和劳

动的结晶，是一份宝贵的资料，其中每一道试题，既反映了《数学考试大纲》对考生数学知

识、能力和水平的要求，又蕴涵着命题的指导思想、基本原则和趋势. 因此，对照《数学考

试大纲》，分析、研究这些试题不仅可以展示出每部分内容的重点、难点及常考的题型，进一

步把握考试的特点和命题的思路与规律，而且通过反复练习，可以明确学习方向，从容学习，

事半功倍.
本书习题部分给出了历年考研真题以供读者参考. 注意，由于考研题综合性强，难免会

用到部分后面的知识点，故希望读者认真思考，若实在不会，可以放一放. 最后，建议读者

把本书中的全部试题做几遍，直到对所有题目一见到就能熟练地、正确地解答出来. 多做题，

多做难题，对您终身有益！



考研真题

从 1987 年全国统考以来，行列式的题以填空、选择为主，题量不多，偏重简单论证. 这

些考题中不仅考查行列式的概念、性质及计算，还涉及矩阵、向量、方程组、特征值、二次

型等知识点.

1.（97，数 4）设 n阶矩阵

0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1

1 1 1 0 1
1 1 1 1 0

 
 
 
 

  
 
 
  
 

A





    



，则 | |A （ ）．

2.（99，数 2）记行列式

2 1 2 3
2 2 2 1 2 2 2 3
3 3 3 2 4 5 3 5

4 4 3 5 7 4 3

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
   
   

  

  为 ( )f x ，则方程 ( ) 0f x  的根的个

数为（ ）．

（A）1 （B）2 （C）3 （D）4


