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前 言

数学是土建相关专业的一门重要基础课. 高职院校土建相关专业学生在学习专业基础课

和专业课的时候，不可避免地需要用数学知识以解决工程实际问题. 本书结合高职土建相关

专业学生对数学知识的需求情况，按照以能力培养为本位，以“必需”“够用”为度的基本原

则来编写，注重了数学知识在土建相关专业方面的应用.
本教材在编写方式上不同于传统数学教材：在内容选择上削枝强干，贯彻少而精原则，

不贪多求全，不攀高求深，文字叙述力求通俗，以便于学生接受和记忆；在结构安排上采取

以工程为背景来展现数学的应用途径，旨在培养学生运用数学知识和方法解决工程实际问题

的能力. 本书主要有以下特色：突出数学工具课的作用，从内容的选择到具体问题的解答，

都力求与专业密切结合；以实际应用为背景，为学生构建数学基本概念；强调数学思想和方

法，淡化计算技巧和定理证明，注重学生解决实际问题的能力培养.
本教材共十章，主要介绍函数、极限与连续、导数与微分、导数的应用、不定积分、定

积分、工程结构截面几何性质、工程测量误差理论基础、土建工程中常用计算方法、线性代

数基础、概率论基础等. 建议全书总学时数为 120 学时 . 不同专业教学内容可根据需要进行

选择和调整.
本教材中每一小节后面都配备了习题，以巩固相应小节的教学内容，供课内外练习使用.

每章最后都配有一组复习题，供全章复习用.
本教材可作为高职高专土建工程类各专业的“高等数学”教材，也可以作为参加专升本

考试和高等教育自学考试的自学辅导书，亦可作为相关工程技术人员参加工程师资格考试的

参考用书.
本教材由辽宁铁道职业技术学院张聚贤、刘玉航担任主编，参加本书编写工作的有：辽

宁铁道职业技术学院梁世国（第一、二、三章），辽宁铁道职业技术学院张聚贤（第四、五、

六章），辽宁铁道职业技术学院范玉忠（第七、八章），辽宁铁道职业技术学院刘玉航（第九、

十章）.
本教材在编写工作中，辽宁铁道职业技术学院解宝柱教授、姜雄基老师提出了宝贵的意
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示衷心的感谢！

由于编者水平有限，编写时间仓促，书中难免存在不妥之处，敬请读者批评指正.

编 者

2016 年 3 月





目 录

第一章 函数、极限与连续··································································1

第一节 函 数·················································································· 1

习题 1.1······························································································6

第二节 函数的极限··········································································· 6

习题 1.2····························································································14

第三节 函数的连续性······································································ 14

习题 1.3····························································································17

第四节 函数在土建工程中的应用······················································ 17

习题 1.4····························································································21

小 结······························································································22

习题训练（一）················································································ 23

第二章 导数与微分··········································································25

第一节 导数的概念··········································································25

习题 2.1····························································································29

第二节 函数的求导法则··································································· 29

习题 2.2····························································································33

第三节 隐函数的导数······································································ 34



习题 2.3····························································································37

第四节 高阶导数············································································· 37

习题 2.4····························································································39

第五节 函数的微分··········································································39

习题 2.5····························································································43

小 结······························································································43

习题训练（二）················································································ 45

第三章 导数的应用··········································································47

第一节 洛必达法则··········································································47

习题 3.1····························································································51

第二节 函数的单调性及极值·····························································51

习题 3.2····························································································54

第三节 函数的最值与应用································································54

习题 3.3····························································································58

第四节 函数图形的描绘··································································· 58

习题 3.4····························································································61

第五节 导数在土建工程中的应用······················································ 61

习题 3.5····························································································68

小 结······························································································68



习题训练（三）················································································ 70

第四章 不定积分············································································· 72

第一节 不定积分的概念与性质························································· 72

习题 4.1····························································································77

第二节 换元积分法··········································································78

习题 4.2····························································································86

第三节 分部积分法··········································································86

习题 4.3····························································································89

小 结······························································································89

习题训练（四）················································································ 90

第五章 定 积 分············································································· 92

第一节 定积分的概念与几何意义······················································ 92

习题 5.1····························································································95

第二节 定积分的性质和基本公式······················································ 95

习题 5.2····························································································98

第三节 定积分的换元法和分部积分法··············································· 99

习题 5.3·························································································· 101

第四节 定积分的应用·····································································101

习题 5.4·························································································· 109



小 结···························································································· 110

习题训练（五）···············································································112

第六章 工程结构截面几何性质························································114

第一节 截面的静矩与形心······························································ 114

习题 6.1·························································································· 118

第二节 截面的惯性矩、极惯性矩与惯性积······································· 119

习题 6.2·························································································· 122

第三节 惯性矩的平行移轴公式························································123

习题 6.3·························································································· 125

小 结····························································································126

习题训练（六）···············································································127

第七章 工程测量误差理论基础························································130

第一节 测量误差的基本概念··························································· 130

第二节 误差的分类及特性······························································ 134

第三节 衡量工程测量精度的标准···················································· 143

第四节 误差传播定律·····································································146

第五节 等精度直接观测平差··························································· 154

小 结····························································································161

习题训练（七）···············································································161



第八章 土建工程中常用计算方法···················································· 163

第一节 内插法···············································································163

第二节 图乘法···············································································167

第三节 工程量计算········································································ 170

第四节 有效数字及运算规则··························································· 172

小 结····························································································175

习题训练（八）···············································································175

第九章 线性代数基础·····································································177

第一节 行列式···············································································177

习题 9.1·························································································· 188

第二节 矩 阵···············································································189

习题 9.2·························································································· 208

第三节 线性方程组········································································ 209

习题 9.3·························································································· 214

小 结····························································································214

习题训练（九）···············································································216

第十章 概率论基础········································································ 218

第一节 随机事件与概率··································································218

习题 10.1·························································································223



第二节 概率的基本公式··································································224

习题 10.2·························································································228

第三节 事件的独立性与贝努里概型················································· 229

习题 10.3·························································································232

第四节 离散型随机变量及其分布···················································· 233

习题 10.4·························································································237

第五节 连续型随机变量及其分布···················································· 237

习题 10.5·························································································245

第六节 随机变量的数字特征··························································· 246

习题 10. 6························································································252

小 结····························································································253

习题训练（十）···············································································254

参考答案·························································································257

附录Ⅰ 积分表················································································· 274

附录Ⅱ····························································································· 283

参考文献·························································································300







第一章 函数、极限与连续 1

第一章 函数、极限与连续

高等数学与初等数学有很大不同，初等数学主要研究事物相对静止状态的数量关系，而

高等数学主要研究事物运动、变化过程中的数量关系．不同的研究对象有不同的研究方法. 极

限方法是高等数学中处理问题的最基本方法，高等数学的基本概念、性质和法则都是通过极

限法推导出来的. 因此，极限是高等数学中最基本的概念.
本章主要介绍函数、极限和函数连续性等基本概念及性质，同时介绍土建工程中常见的

一些函数，例如分布荷载、剪力与弯矩函数、挠曲线方程等，并通过一些实际问题介绍函数

关系的建立. 例如，某化工厂要从 A处铺设水管到 B 处，并要求 C点在 B,D之间，如图 1-1
所示. 已知 BD 段的距离为 100 米，A 到直线 BD 的距离为 20 米. 又 AC 段 1 米长度的水管排

管费为 90 元，BC 段 1 米长度的水管排管费为 60 元. 设 CD 为 x米，求从 A 到 B 的排管费 Y
与 x之间的函数关系.

图 1-1

第一节 函 数

一、函数的概念与性质

1．变量、区间和邻域

（1）变量与常量.
在研究实际问题、观察各种现象的过程中，人们会遇到各种各样的量，对在某个问题的

研究过程中，始终保持恒定值不变的量我们称之为常量，而能取不同数值的量我们称之为变

量. 例如，某个学校的图书馆的面积为常量，而每天到图书馆看书的人数是变量. 在数学中，

常常抛开常量或变量的具体含义，只从数值方面加以讨论.
（2）区间.
为了描述一个变量，常常需要指出其变化范围，这就要用到实数的集合，特别是区间的

概念.
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设有实数 a 和 b，且 a b ，而数集 { }x a x b  称为开区间，记作 ( , )a b ，即

( , )a b ={ }x a x b  .

数集 { }x a x b≤ ≤ 称为闭区间，记作[a,b]，即

[ , ] { }a b x a x b ≤ ≤ .

类似地， [ , ) { }a b x a x b ≤ , ( , ] { }a b x a x b  ≤ 称为半开半闭区间.

以上区间都称为有限区间，区间长度为 b a . 此外，还有无限区间. 引进符号 （读作

正无穷大）和  （读作负无穷大）. 例如， [ , ) { }, ( , ] { }a x a x b x x b   ≤ ≤ .

全体实数的集合 R 也可记作 ( , )  ，它也是无穷区间.

（3）邻域.
设δ是任意正数，则开区间 ( , )a a   称为点 a的δ邻域，记作 ( , )U a  ，即

( , ) { }U a x x a    .

而把 { 0 }x x a    称为点 a的去心δ邻域，记作 ( , )U a 


，即

( , ) { 0 }U a x x a    


.

把 ( , ) { 0 }U a x x a   ≤ 称为点 a的有心邻域.

2．函数的概念

（1）定义.
设有两个数集 A 和 B，f 是一个确定的对应关系. 如果对于 A 中的每一个数 x通过 f，B

中都有唯一确定的数 y与之对应，记作

( )y f x ，

则称 f是 A 到 B 的函数，也称 f 是 A 上的函数. A 称为函数的定义域（通常用 D 来表示），x
称为自变量，y称为因变量，y的取值范围称为函数的值域.

（2）定义域.
函数的定义域是函数的一个关键要素，给定一个函数，它的定义域也是给定的. 若是实

际问题，则使实际问题的自变量有意义的全体实数为其定义域. 若给定函数表达式，则使该

表达式有意义的自变量全体为其定义域.
求定义域时，要求熟记以下几点：

① 分母不能为 0；
② 偶次根式被开方数非负；

③ 对数的真数大于 0；
④ 三角函数应满足三角函数各自的定义域要求；

⑤ 反三角函数应满足反三角函数各自的定义域要求；

⑥ 如果函数含有分式、根式、对数式、三角函数和反三角函数，则应取各部分定义域的

交集.
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例 1-1 求函数 24y x  的定义域.

解：因为 24y x  ，所以

24 0x ≥ .

解得 2 2.x ≤ ≤ 所以，函数 24y x  的定义域 [ 2, 2]D   ．

例 1-2 求函数 23 2 ln( 2)y x x x     的定义域.

解：因为 23 2 ln( 2)y x x x     ，所以

23 2 0x x  ≥ 且 2 0x   .

解得 1 3x ≤ ≤ 且 2x  ，所以 2 3x ≤ . 所以函数 23 2 ln( 2)y x x x     的定义域 (2,3]D  ．

3．函数的性质

（1）有界性.
设函数 ( )f x 的定义域为 D，集合 I D . 若存在实数 M，使得对任意的 x I ，都有

( )f x M≤ ，

则称函数 ( )f x 是 I 上的有界函数. 否则就称函数 ( )f x 是 I上的无界函数.
例如，函数 cosy x 在区间 ( , )  内有 cos 1x ≤ ，所以函数 cosy x 是定义域上的有界

函数.
（2）单调性.
设函数 ( )f x 的定义域为 D，区间 I D . 若对于 I上的任意两点 1x 及 2x ，当 1 2x x 时，若

1 2( ) ( )f x f x ，

则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调增加的函数；若

1 2( ) ( )f x f x ，

则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调减少的函数；

单调增加函数或单调减少函数统称为单调函数.
例如，函数 2 3y x  在区间 ( ,0) 内是单调减少的. 在区间 (0, ) 内是单调增加的. 而

函数 35, 23y x y x    在区间 ( , )  内都是单调增加的.

图像特征：单调递增函数的图形从左往右呈上升趋势；单调递减函数的图形从左往右呈

下降趋势.
（3）奇偶性.
设函数 ( )f x 的定义域 D关于原点对称. 若对于任意的 x D ，都有

( ) ( )f x f x  ，

则称函数 ( )f x 为偶函数；若对于任意的 x D ，都有

( ) ( )f x f x   ，

则称函数 ( )f x 为奇函数.

偶函数的图像关于 y轴对称，奇函数的图像关于原点对称.
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例如，函数 2 13y x  在定义区间上是偶函数，函数 3, 12y x y x   在定义区间上是奇函数.

（4）周期性.
设函数 ( )f x 的定义域为 D. 若存在一个正数 T，使得对于任意的 x D ，都有 ( )x T D  ，

且

( ) ( )f T x f x 

恒成立，则称 ( )f x 为周期函数，并把 T称为 ( )f x 的周期. 通常所说周期函数的周期是指最小

正周期，即使上式成立的最小正数.
例如，函数 sin , cosy x y x  都是以 2π 为周期的周期函数，函数 tany x 是以 π 为周期的

周期函数.

4．反函数

设函数 ( )f x 的定义域为 D，值域为 R. 对于任意的 y R ，在 D 上只有唯一的 x 与之对

应，且满足 ( )f x y . 如果把 y看作自变量，x看作因变量，就可以得到一个新的函数：

1( )x f y .

我们称这个新的函数 1( )x f y 为函数 ( )y f x 的反函数，而把函数 ( )y f x 称为直接函数.

由于函数的本质是对应法则，而与其变量所用的字母无关，因此，习惯上用 x表示自变

量，即反函数可以写为

1( )y f x .

把函数 ( )y f x 和它的反函数 1( )y f x 的图像画在同一个坐标平面上，这两个图像关于直线

y x 对称.
例如，函数 siny x 与 arcsiny x 就互为反函数.

二、复合函数、初等函数与分段函数

1．复合函数

设函数 ( )y f u 的定义域为 1D ，函数 ( )u g x 在 D上有定义，且 1( )g x D ，则由

[ ( )],y f g x x D 

确定的函数称为由函数 ( )y f u 和函数 ( )u g x 构成的复合函数，它的定义域为 D，变量 u 称

为中间变量.
例 1-3 设 2e , sin , 2vy v t t x    ，试写出 ( )y f x 的表达式.

解：
2sin ( 2)e xy  .

例 1-4 设 2 4cos (5 4)y x  ，试给出该函数的复合过程.

解： 4 2cos , , 5 4y u u v v x    .

注意：

（1）并非任意两个函数都能复合. 例如， arcsiny u 与 2 5u x  就不能复合成一个函数，

因为 2 5u x  的值域使 arcsiny u 无意义.
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（2）复合函数可以有多个中间变量，这些中间变量是经过多次复合产生的.

2．初等函数

（1）基本初等函数.
① 常数函数 y C .

函数特性：图形为过点(0,C)且平行于 x轴的直线.
② 幂函数 y x (  是常数).
函数特性：  为任何值时，都是无界函数；图形均经过点(1,1)；  为偶数时，函数为

偶函数，图形关于 y轴对称；  为奇数时，函数为奇函数，图形关于原点对称； 为负数时，

图形在原点间断， 0x  为垂直渐近线.
③ 指数函数 ( 0, 1)xy a a a   .

函数特性：图形均在 x轴上方且经过点(0,1)；当 1a  时，指数函数单调增加；当 0 1a 
时，指数函数单调减少； xy a 的图形与 xy a 的图形关于 y轴对称.

④ 对数函数 log ( 0, 1)ay x a a   .

函数特性：对数函数是指数函数的反函数；图形均在 y轴右侧且经过点(1,0)；当 1a  时，

指数函数单调增加；当 0 1a  时，指数函数单调减少.
⑤ 三角函数 sin , cos , tan , cot , sec , cscy x y x y x y x y x y x      .

函数特性：正弦函数和余弦函数均是有界函数；图形均介于 1y   两条平行线之间；正

弦函数是以 2π 为周期的奇函数，余弦函数是以 2π 为周期的偶函数；正切函数和余切函数都

是以 π 为周期的奇函数.
⑥ 反三角函数 arcsin , arccos , arctan , arccoty x y x y x y x    .

函数特性：反正弦函数是正弦函数在区间
π π,
2 2

   
上的反函数，是单调增加的有界奇函

数，值域为
π π,
2 2

   
；反余弦函数是余弦函数在区间 0 π[ ， ]上的反函数，是单调减少的有界函

数，值域为 0 π[ ， ]；反正切函数是正切函数在区间
π π,
2 2

  
 

上的反函数，是单调增加的有界奇

函数，值域为
π π,
2 2

  
 

；反余切函数是余切函数在区间 (0 π)， 上的反函数，是单调减少的有界

函数，值域为 (0 π)， .

上述六类函数统称为基本初等函数.
（2）初等函数.
由常数和基本初等函数经过有限次四则运算或有限次复合运算而成的，并且能够用一个

式子表示的函数称为初等函数，否则就是非初等函数.

例如， 2 2 33 2 ln( 2),   cos(3 4)y x x x y x       是初等函数，而 sin sin 2y x x   sin 3x 

sin nx  则不是初等函数，因为它并不是有限次四则运算.
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3．分段函数

当一个函数的自变量在定义域内不同区间上用不同的表达式表达时，称该函数为分段

函数 .

例如，绝对值函数

, 0
0, 0

, 0

x x
y x x

x x


  
 

的定义域 ( , )D    ，值域 [0, )R   ，图像关于 y轴对称.

注意：求分段函数的函数值时，应先确定自变量取值的所在范围，再按相应的式子进行

计算.

一般来说，分段函数不是初等函数（不能由一个式子表示出来）.

习题1.1

1．求下列函数的定义域：

（1）
1

2 arcsin ln 1xy x   ；

（2）
1 ,

1
ln( 4), 4 5

x
y x

x x


 
  

≤4

≤
.

2． 2( ) ln( 1 )f x x x   是 函数（奇、偶或非奇非偶）.
3．求 ( ) 2 sin 2f x x  的最小正周期.

4．指出下列复合函数的复合过程：

（1） 2sin 2y x ； （2） 2cos (2 1)y x  ；

（3） 2ln(1 )y x  ； （4） 2 2arctan[tan ( )]y a x  .

5．求下列函数的反函数：

（1） 1
1

xy
x





； （2） e .

e 1

x

xy 


6．已知函数
2

2

9 , 3
( )

9, 3

x x
f x

x x

  
 

≤
，求 (0), ( 3), ( 4), (2 )f f f f a   .

第二节 函数的极限

函数给出了变量之间的对应关系，但研究变量，仅仅靠对应关系是不够的，还需要对变
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量变化的趋势进行研究. 若一个变量在变化过程中表现出与某一常数无限接近的趋势，则说

此变量在该变化过程中有极限，并称该常数值为变量的极限. 极限是微积分中最基本、最重

要的概念之一. 同时极限也是微积分的基本思想和方法.

一、函数极限的定义

数列可看作定义在正整数集上的函数，它的极限可以看作当 x 时函数极限的特殊情

况. 数列的极限在高中已经学习过，下面主要介绍函数的极限.

1．自变量趋于无穷大时函数的极限

定义 1-1 当自变量 x取正值并无限增大时，如果函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数

A，则称常数 A 为函数当 x 时的极限，记为

lim ( )
x

f x A


 或 ( ) ( )f x A x   .

由定义 1-1 可知，当 x 时，
1( ) 1f x
x

  的极限为 1，即
1lim 1 1

x x

   
 

.

定义 1-2 当自变量 x取负值且绝对值无限增大时，如果函数 ( )f x 无限趋近于一个确定

的常数 A，则称常数 A为函数当 x 时的极限，记为

lim ( )
x

f x A


 或 ( ) ( )f x A x   .

由定义 1-2 可知，当 x 时，
1( ) 1f x
x

  的极限为 1，即
1lim 1 1

x x

   
 

.

定义 1-3 当 x 无限增大时，如果函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数 A，则称常数 A

为函数当 x 时的极限，记为

lim ( )
x

f x A


 或 ( ) ( )f x A x  .

由定义 1-3 可知，当 x 时，
1( ) 1f x
x

  的极限为 1，即
1lim 1 1

x x

   
 

.

由上述定义及例题可以得到如下结论：

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
  

    .

2．自变量趋于某个确定值时函数的极限

定义 1-4 当自变量 x无限趋近于 0x 时，如果函数 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数 A，
则称常数 A为函数当 0x x 时的极限，记为

0

lim ( )
x x

f x A


 或 0( ) ( )f x A x x  .

注意：

（1） ( )f x 在 0x x 时的极限是否存在，与 ( )f x 在 0x 处有无定义以及在点 0x 处的函数值

无关 . 也就是说， ( )f x 在 0x x 时的极限仅反映 ( )f x 在 0x 周围的变化趋势，与 ( )f x 在 0x 的
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值无关.
（2）在定义 1-4 中， 0x x 是指 x以任意方式趋近于 0x ，即 x既可以从大于 0x 的一侧趋

近于 0x ，也可以从小于 0x 的一侧趋近于 0x ，还可以从两侧同时趋近于 0x .

定义 1-5 当 x从 0x 的左侧 0( )x x 趋近于 0x （记作 0x x ）时，如果函数 ( )f x 无限趋近

于一个确定的常数 A，则称常数 A为函数当 0x x 时的左极限，记为

0

lim ( )
x x

f x A


 或 0( 0)f x A  .

定义 1-6 当 x从 0x 的右侧 0( )x x 趋近于 0x （记作 0x x ）时，如果函数 ( )f x 无限趋近

于一个确定的常数 A，则称常数 A为函数当 0x x 时的右极限，记为

0

lim ( )
x x

f x A


 或 0( 0)f x A  .

根据极限、左右极限的定义，不难得到如下结论：

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

    .

定理 1-1 当 0x x 时，函数极限存在的充分必要条件是函数在 0x 的左极限与右极限都

存在且相等.

当 x 时，函数极限存在的充分必要条件是函数当 x 时的极限与 x 时的极

限都存在且相等.

例 1-5 设函数

1, 0
( ) 0, 0

1, 0

x x
f x x

x x

 
 
  

，求
0 0

lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
  

及
0

lim ( )
x

f x


.

解： 
0 0

lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
  

    ，

0 0
lim ( ) lim ( 1) 1
x x

f x x
  

   ，

由于左极限与右极限不相等，所以
0

lim ( )
x

f x


不存在.

例 1-6 设函数

1, 0
( ) 0, 0

1, 0

x x
f x x x

x x

 
  
  

，求
0 0

lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
  

及
0

lim ( )
x

f x


.

解：
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x x
  

   ，

0 0
lim ( ) lim ( ) 0
x x

f x x
  

  ，

所以
0

lim ( ) 0
x

f x


 .

例 1-7 判断
1

0
lim e x
x

是否存在.

解：当 0x  时，
1
x
 ，所以

1

e 0x  ，左极限存在.
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当 0x  时，
1
x
 ，所以

1

e x  ，右极限不存在.

因此，当 0x 时，左极限存在而右极限不存在，
1

0
lim e x
x

不存在.

二、极限的性质与运算法则

1．极限的性质

性质 1（唯一性） 若
0 0

lim ( ) ,  lim ( )
x x x x

f x A f x B
 

  ，则 A B .

性质 2（有界性） 若
0

lim ( )
x x

f x A


 ，则在 0x 的某个去心邻域内 ( )f x 有界.

性质 3（局部保号性） 若
0

lim ( )
x x

f x A


 且 0A  （或 0A  ），则在 0x 的某一去心邻域内 ( ) 0f x 

或 ( ) 0f x  .

以上性质证明从略.

2．极限的运算法则

若 lim ( ) , lim ( )f x A g x B  ，这里省略了自变量的变化趋势，以下极限均表示在自变量

的同一变化趋势下的极限.
（1） lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )f x g x f x g x A B     .
（2） lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )f x g x f x g x AB    .

（3） ( ) lim ( )lim ( 0)
( ) lim ( )
f x f x A B
g x g x B

     
 

.

推论 1 lim[ ( )] lim ( )C f x C f x CA    .

推论 2 lim[ ( )] [lim ( )]n n nf x f x A  .

例 1-8 求
2

21

4 3 2lim
2 6 4x

x x
x x

 
 

（有理分式函数）.

解：这里分母极限不为零，故原式

2

1
2

1

lim 4 3 2 3
4lim 2 6 4

x

x

x x

x x




 
 

 
.

从上面的例子可以看出，求有理整数函数（多项式）或有理分式函数当 0x x 时的极限

时，只要把 0x 代替函数中的 x就行了；但是对于有理分式函数，这样代入后如果分母等于零，

则没有意义.

例 1-9 求 23

3lim
9x

x
x




.

分析：当 3x 时，分子分母极限都是零，所以不能直接用商的极限运算法则. 可以通过

约分，消去使得分子分母为零的因式.

解： 23 3 3

3 3 1 1lim lim lim
( 3)( 3) 3 69x x x

x x
x x xx  

 
  

  
.

例 1-10 求
0

1 1lim
x

x
x

  .
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分析：本题分母以零为极限，不能直接运用极限法则，但是如果把分子、分母同时乘以

分子的共轭有理式，而后就可以运用极限四则运算法则.

解：
0 0

1 1 1 1 1 1lim lim
1 1x x

x x x
x x x 

     
 

 

0

0

1 1lim
( 1 1)

1 1lim .
21 1

x

x

x
x x

x





 


 

 
 

例 1-11 计算：（1）
2

3 2

3 2 2lim
4x

x x
x x

 
 

；（2）
2 2

2

3 4lim
2 2x

x x
x x

 
 

.

分析：当 x 时，分子、分母极限都是趋于无穷大，称为“



”型，求该类型分式极

限的方法是分子、分母同时除以 x的最高次幂.

解：（1）
2 2 3

3 2

3

3 2 2
3 2 2 0lim lim 0

1 4 14 1
x x

x x x x x
x x

x x
 

  
  

   
.

（2）因为
2 3

3

1 2 2
0lim 0

1 4 33
x

x x x

x x


 
 

 
，所以

2 2

2

3 4lim
2 2x

x x
x x

 
 

 
.

一般地，若 0,  0,n ma b  m,n为正整数，则

1
1 1 0

1
1 1 0

,

lim 0 ,
,

n

mn n
n n

m mx
m m

a
m n

b
a x a x a x a

m n
b x b x b x b

m n







 
     

     





.

例 1-12 求 22

2 1lim
24x

x
xx

   
.

分析：当 2x 时，上式两项极限均为无穷大（呈现“ ”型），我们可以先通分再

求极限 .

解： 2 22 2

2 1 2 1lim lim
2 44 4x x

x x
xx x 

            
.
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三、两个重要极限

1．第一个重要极限

0

sinlim 1
x

x
x

 .

第一个重要极限的特点：

（1）函数极限是“
0
0
”型；

（2）形式必须一致，即
( ) 0

sin ( )lim
( )x

x
x




中的三个 ( )x 一致.

只要满足以上两个特点，就有
( ) 0

sin ( )lim 1
( )x

x
x




 .

例 1-13 求
0

tanlim
x

x
x

.

解：
0 0

tan sin 1lim lim 1
cosx x

x x
x x x 

   .

例 1-14 求 21

sin( 1)lim
1x

x
x




解： 21 1 1

sin( 1) 1 sin( 1)lim lim lim
1 11x x x

x x
x xx  

 
 

  1

1 1lim
1 2x x

 


.

例 1-15 20

1 coslim .
x

x
x



解：

2
2

2 20 0 0

2sin sin1 cos 1 12 2lim lim lim .
2 2

2
x x x

x x
x

xx x  

 
 

   
  
 

2．第二个重要极限

1lim 1 e
x

x x

   
 

或

1

0
lim(1 ) ex
x

x


  .

第二个重要极限的特点：

（1）函数极限是“1 ”型；

（2）形式必须一致，即

( )

( )

1lim 1
( )

x

x x



 

 
 

 
中的三个 ( )x 一致.

只要满足以上两个特点，就有

( )

( )

1lim 1 e
( )

x

x x



 

 
  

 
.
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例 1-16 求
12lim

1

x

x

x
x





 
  

.

解：原式
11lim 1 e

1

x

x x





     
.

例 1-17 求
32lim 1
x

x x

  
 

.

解：原式
6

2 62lim 1 e
x

x x





    
 

.

例 1-18 求
0

ln(1 )lim
x

x
x

 .

解：原式
1 1

0 0 0

1lim ln(1 ) lim ln(1 ) ln lim(1 ) ln e 1x x
x x x

x x x
x  

        .

注：本例解法中用到 lnx的连续性，后面章节将会详细说明.

例 1-19 求
3lim
1

x

x

x
x

 
  

.

解：原式
( 1) 1 1 1

22 2 2lim 1 lim 1 lim 1 e
1 1 1

x x

x x xx x x

   

  

                       
.

四、无穷小与无穷大

1．无穷小量

定义 1-7 若在自变量 x的某个变化过程中，函数 ( )f x 以 0 为极限，则称函数 ( )f x 是此

变化过程的无穷小.
例如，

2
lim(2 4) 0
x

x


  ，所以函数 ( ) 2 4f x x  是当 2x 时的无穷小.

注意：

（1）一个非常小的数不是无穷小，因为非常小的数极限不等于 0；
（2）常数中只有 0 是无穷小；

（3）一个变量是否是无穷小与其自变量的变化趋势有关，说一个函数 ( )f x 是无穷小，必

须同时指明自变量的变化趋势.
例如， ( ) 3 9f x x  ，当 3x 时， ( )f x 是无穷小，当 x不趋近于 3 时， ( )f x 就不是无穷小.

无穷小有以下性质：

性质 1 有限个无穷小的代数和仍然是无穷小.
性质 2 有限个无穷小的乘积仍然是无穷小.
性质 3 有界函数与无穷小的乘积仍然是无穷小.

性质 4 如果
( )lim
( )
f x
g x

 
 
 

存在， lim ( ) 0g x  ，则必有 lim ( ) 0f x  .

以上性质证明从略.

例 1-20 求
sinlim

x

x
x .
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解：因为
1
x
是 x 时的无穷小， sin x是有界函数，所以

sinlim 0
x

x
x

 .

2．无穷大量

定义 1-8 若在自变量 x的某一个变化过程中，函数 ( )f x 的绝对值 ( )f x 无限增大，则称

函数 ( )f x 在此变化过程中是无穷大量，简称无穷大.

注意：

（1）一个绝对值非常大的数不是无穷大，因为无穷大是一个变量；

（2）一个变量是否是无穷大与其自变量的变化趋势有关；

（3）无穷大必为无界函数；反之不然. 例如，当 x 时， ( ) sinf x x x 是无界函数，但

不是无穷大量.

3．无穷小与无穷大的关系

在自变量的同一变化过程中，若 ( )f x 为无穷大，则
1
( )f x

为无穷小；反之，若 ( )f x 为无

穷小且 ( ) 0f x  ，则
1
( )f x

为无穷大.

例如，当 0x 时，x是无穷小，
1
x
是无穷大.

4．无穷小的比较

设 lim ( ) 0,  lim ( ) 0x x   ，

（1）若
( )lim 0
( )
x
x




 ，则称 ( )x 是比 ( )x 高阶的无穷小，记作 [ ( )]o x  ；

（2）若
( )lim
( )
x
x




  ，则称 ( )x 是比 ( )x 低阶的无穷小；

（3）若
( )lim
( )
x k
x




 ( 0)k  ，则称 ( )x 与 ( )x 是同阶无穷小；

（4）若
( )lim 1
( )
x
x




 ，则称 ( )x 与 ( )x 是等价无穷小，记作   .

例如，当 0x 时， 2sin ,  ( )x x x o x ，3x是比 2x 的低阶无穷小.

定理 1-2 在自变量的同一变化过程中，设 ,        ，且 lim 



存在，则

lim lim 
 





.

该定理通常称为无穷小的等价代换定理，这个定理表明，求两个无穷小之比的极限时，

分子及分母都可以用等价无穷小来代替. 因此，如果用来代替的无穷小选择得当的话，就可

以使计算简化. 以下是一些常用的等价无穷小.
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当 0x 时， 21sin , tan , 1 cos , arcsin , ln(1 ) , e 1
2

xx x x x x x x x x x x        . 这些等

价无穷小代换可以在计算极限时直接使用.

例 1-21 求 30

tan sinlim
x

x x
x

 .

解：

2

3 3 30 0 0

1
tan sin tan (1 cos ) 12lim lim lim

2x x x

x xx x x x
x x x  

  
   .

注意：这里对于原式分子中的 tan , sinx x不能直接用 x替换 . 等价无穷小代换计算极限

时，只能对函数的因子或整体进行无穷小代换，对于代数和中某项的无穷小，一般情况下不

能进行等价无穷小代换.

习题1.2

1．求下列极限.

（1）
2

3 25

5lim
4x

x
x x


 

； （2）
1

1lim 1
2x x

   
； （3）

2

21

3 2lim
1x

x x
x

 


；

（4）
3 2

20

5 3 4lim
3x

x x x
x x

 


； （5） 22

1 4lim
2 4x x x

    
； （6）

1

1lim
1

n

mx

x
x




；

（7）
4

6lim
2 2x

x
x



 
； （8）

4

2 1 3lim
2 2x

x
x

 

 
；

（9）
0

1 1lim
1x xx x

 
 

 
； （10）

2 2

0

( 2 )lim
x

x h x
h

  .

2．若
2

0

1lim 0
1x

x ax b
x

 
    

，试求 a,b 的值.

3．求下列极限.

（1）
2

20

sin 3lim
(tan 2 )x

x
x

； （2）
0

lim(2 cot )
x

x x


 ； （3）
0

sin 3lim
sin 7x

x
x
；

（4）
π
2

coslim
π
2

x

x

x 
； （5）

1

0
lim(1 5 ) x
x

x


 ； （6）
1

22lim
x

x

x
x





 
 
 

；

（7） lim
3

x

x

x
x

 
  

； （8） csc

π
lim(1 sin ) x

x
x 


 .

4．计算下列极限.

（1）
0

1 coslim
sinx

x
x x


； （2）

2

0

1 1lim
sin 2x

x x
x

  
； （3） 5lim e sin

2
x

xx
 ；

（4）
0

( 1) tan 2lim
arcsin 3x

x x
x


； （5）

50

20 30

(5 8)lim
(3 1) (2 3)x

x
x x


 

； （6）
3 2

2

2 3 4 1lim
10 15x

x x x
x x

  
 

.
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第三节 函数的连续性

一、函数连续的概念

在自然界中，许多现象都是连续变化的，如时间和空间、河水的流动、植物的生长、金

属丝受热后长度的变化、人体身高的变化，等等. 这些现象抽象到函数关系上，就是函数的

连续性.

1．函数连续的定义

若函数 ( )y f x 在点 0x 的一个邻域内有定义，且

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


 ，

则称函数 ( )y f x 在点 0x 处连续， 0x 称为函数 ( )y f x 的连续点.
设 0x x x   ，且称之为自变量 x的增量，记 0( ) ( )y f x f x   或 0 0( ) ( )y f x x f x     ，

称为函数 ( )y f x 在 0x 处的增量. 函数的连续还可以描述为：

设函数 ( )y f x 在点 0x 的一个邻域内有定义，且

0
0lim[ ( ) ( )] 0

x x
f x f x


  或 0 00

lim[ ( ) ( )] 0
x

f x x f x
 

    ，

即
0

lim 0
x

y
 

  ，

则称函数 ( )y f x 在点 0x 处连续.
根据以上两个定义，函数 ( )y f x 在 0x 处连续的条件如下：

（1）函数 ( )y f x 在点 0x 处有定义，即 0( )f x 存在；

（2）
0

lim ( )
x x

f x


存在，即
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
  

 ；

（3）
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 .

以上 3 个条件都满足，则称函数 ( )f x 在点 0x 处连续. 其中任何一个条件不满足时，则函

数 ( )f x 在点 0x 处是间断的，点 0x 称为函数 ( )f x 的间断点.

例如，函数
3

( ) xf x
x

 ，虽然
0

lim ( ) 0
x

f x


 ，但此函数在点 0x  处无意义，故点 0x  是间

断点. 又如，
1 , 0

( )
1, 0
x

f x
x


  

≥
，因为

0
lim ( )
x

f x


不存在，故点 0x  是间断点.

2．初等函数的连续性

根据连续函数的定义，利用极限的四则运算法则，可以得到下列结论：

（1）如果函数 ( )f x 和 ( )g x 都在点 0x 处连续，那么它们的和、差、积、商 ( ) ( )f x g x ，

( ) ( )f x g x ，
( )
( )
f x
g x

（在商的情况下要求 ( ) 0g x  ）在点 0x 处也连续.

（2）设函数 ( )y f u 在点 0u 处连续，函数 ( )u g x 在点 0x 处连续，且 0 0( )u g x ，则复合

函数 [ ( )]f g x 在点 0x 处也连续.
（3）如果函数 ( )y f x 在某个区间 I上单调递增（或单调递减）且连续，则其反函数
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1( )y f x 在对应的区间 { ( ), }y y f x x I  上连续且单调递增（或单调递减）.

（4）初等函数在其定义区间内是连续的.

二、函数的间断

若函数 ( )y f x 在点 0x 处不连续，则称 ( )f x 在点 0x 处间断， 0x 称为函数 ( )f x 的间断点.

根据函数产生间断的原因，将间断点分成两大类：

（1）如果 0x 是函数 ( )f x 的间断点，但左极限和右极限都存在，那么 0x 称为函数 ( )f x 的

第一类间断点.
（2）如果函数 ( )f x 在点 0x 处的左、右极限至少有一个不存在，则称 0x 为第二类间断点.

在第一类间断点中，左、右极限相等者称为可去间断点，不相等者称为跳跃间断点. 无

穷间断点和震荡间断点是第二类间断点.

例 1-22 讨论函数
22 , 1

( )
1, 1

x x
f x

x x


 
 

≤
在点 1x  处的连续性.

解：当 1x  时，

(1) 2f  , 2

1 1 1 1
lim ( ) lim 2 2,  lim ( ) lim 1 2
x x x x

f x x f x x
      

    

则有
1

lim ( ) 2 (1)
x

f x f


  ，所以，函数 ( )f x 在点 1x  处连续.

例 1-23 讨论函数
2 4( )

2
xf x
x





在点 2x  处的连续性.

解：由于
2 4( )

2
xf x
x





的定义域为 2x  的一切实数，即 ( )f x 在 2x  处没有定义，所以函

数 ( )f x 在点 2x  处不连续. 又因为
2 2

lim ( ) lim ( ) 4
x x

f x f x
  

  ，所以 2x  是第一类可去间断点，

只要补充定义 (2) 4f  ，函数在该点就连续了.

例 1-24 求 lim sin( 2 )
x

x x


  .

解： lim sin( 2 ) sin[lim( 2 )]
x x

x x x x
 

    

( 2 )( 2 )sin lim
2x

x x x x
x x

   


 

2sin lim sin 0 0
2x x x

  
 

.

注：连续函数求极限时可以把极限符号移到函数内部.

三、闭区间上连续函数的性质

（1）（最值定理） 若 ( )f x 在闭区间[a,b]上连续，则必存在最大值 1( )M f x 和最小值

2( )m f x .
（2）（介值定理） 若 ( )f x 在闭区间[a,b]上连续， ( ) , ( )f a A f b B  ，则对于 A 和 B 之

间的任意值 C，至少存在一个点 ( , )a b  ，使得 ( )f C  .
（3）（零点定理） 若 ( )f x 在闭区间[a,b]上连续，且有 ( ) ( ) 0f a f b  ，则在 ( , )a b 内至少



第一章 函数、极限与连续 17

存在一个点 0x ，使得 0( ) 0f x  .

以上性质证明从略.
例 1-25 证明方程 5 5 1 0x x   在 (1, 2) 内至少有一个根.

证明：设 5( ) 5 1f x x x   ，显然， ( )f x 在[1,2]上连续，且

(1) 5, (2) 21f f   ，

则 (1) (2) 0f f  ，由零点定理可知，至少存在一个点 0x ，使得 0( ) 0f x  . 即 0x x 就是方程的

一个根.
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习题1.3

1．计算下列极限.

（1） 3

π
3

lim(sin )
x

x


； （2）
0

sin 5lim ln
3x

x
x

；

（3）
0

1lim ( 0)
x

x

a a
x


 ； （4） 20

2 2 2coslim
x

x
x

  .

2．设函数

e 2, 0
( )

, 0

x x
f x

a x x
  

 
 ≥

当 a取何值时， ( )f x 在 ( , )  内连续？

3．设函数

1
2(1 ) , 0( )

,    0

xx xf x
a x

   
 

在点 0x  处连续，求常数 a.
4．证明方程 e 2x x  在(0,2)内至少有一个根.

第四节 函数在土建工程中的应用

一、函数关系的建立

在土建工程中，常常需要找出实际问题中各变量之间的函数关系，然后进行分析与计算.
由于实际问题各不相同，所以必须根据问题中具体领域的事物间的关系和相关原则来确定自

变量和因变量；然后再运用数学、力学和相关专业知识，分析其中各变量的数量关系，列出

函数关系式，并根据实际背景确定函数的定义域. 下面通过几个实例介绍如何建立变量之间

的函数关系.
例 1-26 某化工厂要从 A 处铺设水管到 B 处，并要求 C点在 BD 之间，如图 1-1 所示. 已

知 BD 段的距离为 100 米，A 到直线 BD 的距离为 20 米，又 AC 段 1 米长度的水管排管费为

90 元，BC 段 1 米长度的水管排管费为 60 元. 设 CD 为 x米，求从 A 到 B 的排管费 Y 与 x之
间的函数关系.

解：由于 2 2 220 400 ,  100AC x x BC x      ，所以

290 400 60(100 ) (0 100)Y x x x    ≤ ≤ .
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因此，根据 Y与 x之间的函数关系，再依据不同的 x，算出相应的排管总费用.
例 1-27 一条横断面为等腰梯形的排水渠道，底宽为 b，边坡 1∶1（即坡角 45  ），

如图 1-2 所示. 在过水断面（即垂直于水流的横断面）的面积 A 为一定的条件下，试建立渠

道的湿周 L（即水流与界壁接触的长度）与水深 h之间的函数关系.

图 1-2

解：
22 2 2

sin 45
hL b d b b h     


.

又 21 [ ( 2 )] ( cot 45 )
2

A b b f h b h h bh h          ，

由于过水断面的面积 A为一定，即 A 为常量，所以可求得

Ab h
h

  .

将上式代入湿周 L 的表达式，便得到湿周 L与水深 h的函数关系式：

(2 2 1)AL h
h

   .

由于底宽 h 总是取正，即 0b  ，有 0A h
h
  ，则

A h
h
 或 2h A ；又由于水深 h 总是取正，

即 0h  ，所以湿周函数的定义域为 0 h A  .
例1-28 根据工程力学的知识，矩形截面梁的承载能力与梁的弯曲截面系数W有关，W

越大，承载能力越强. 而矩形截面（高为 h，宽为 b）梁的弯

曲截面系数的计算公式是

21
6

W bh .

现将一根直径为 d 的圆木锯成矩形截面梁，如图 1-3 所示，

求该梁弯曲截面系数与宽 x之间的函数关系式.
解：从图中可以看出，b,h 和 d之间有这样的关系：

2 2 2h d b  .

设矩形截面梁宽为 x，则其弯曲截面系数函数为

2 21( ) ( ) (0 )
6

W x x d x x d    .

图 1-3
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二、分布荷载、剪力与弯矩函数

1．分布荷载、剪力与弯矩

作用于结构的外力在工程上统称为荷载. 当荷载的作用范围相对于研究对象很小时，可

近似地看作一个点. 作用于一点的力，称为集中力或集中荷载. 当荷载的作用范围相对于研

究对象较大时，就称为分布力或分布荷载. 根据荷载的作用范围不同，分布荷载分为“体荷

载”“面荷载”“线荷载”，其中“线荷载”是工程力学中常见的一种分布荷载.
分布荷载在其作用范围内的“某一点”的密集程度，称为分布荷载集度，通常用 q 表示，

其大小代表单位体积、单位面积或单位长度上所承受的荷载大小. 如果 q 是常量，称为均布

荷载，例如梁的自重；如果 q 是线性分布，称为三角形荷载，例如水压力.
在横截面上有两种内力，平行于横截面的剪力 QF 和使梁弯曲的弯矩 M.
横截面上的剪力 QF ，在数值上等于该截面左侧或右侧梁上全部横向外力的代数和. 横

截面上的弯矩 M，在数值上等于该截面左侧或右侧梁上全部横向外力对该截面形心之矩的

代数和 .

2．剪力方程与弯矩方程

通常在梁的不同横截面或不同梁段上，剪力 QF 与弯矩 M沿梁轴变化. 若沿梁轴取 x轴，

其坐标 x代表横截面所处的位置，则横截面上的剪力和弯矩可以表示为 x的函数，即

( ),  ( )Q QF F x M M x  .

这种表示剪力、弯矩沿梁轴线变化关系的函数关系式，分别称为梁的剪力方程与弯矩方程 .

3．剪力图与弯矩图

表示剪力和弯矩沿某个轴线变化的图形称为剪力图和弯矩图. 作图时，以横坐标 x表示

梁截面位置，以纵坐标 y 表示内力值. 需要注意的是，土建工程中默认的剪力图的纵坐标正

向朝上；而弯矩图的纵坐标有可能正向朝下. 在后面讨论剪力图和弯矩图的关系时，特别要

注意根据坐标正向的朝向进行讨论.

例 1-29 一单臂外伸梁的受力情况如图 1-4 所示，沿梁的长度方向（即原点 O 在 A 端的

Ox 轴方向），不同位置 x处的梁面上的弯矩用下式表示：

2

2

2 , 0 3
( )

10 24, 3 4

x x x
M x

x x x

  
  

≤ ≤

≤
，

试求支座 A,B及 C 端处的梁截面上的弯矩 M值.

图 1-4
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解：该题的弯矩函数是一个分段函数，它反映了在梁的不同横截面 x处的弯矩. 依题可知：

当 0Ax  时， (0) 0AM M  ；

当 3Bx  时， (3) 3BM M   ；

当 4Cx  时， (4) 0CM M  .

例 1-30 如图 1-5 所示的一简支梁截面，剪力
2

2

1
3

xQ P
l

 
  

 
，其中 P 为分布荷载的合力，

l为梁的跨度，x为梁的横截面的位置坐标，求在截面什么位置（ ?x  ）时剪力为 0？

图 1-5

解：令
2

2

1 0
3

xQ P
l

 
   

 
，

易得
3
3
lx  .

三、挠曲线方程

1．挠曲线

在外力作用下，梁的轴线由直线变为一条连续而光滑的曲线. 弯曲变形后轴线称为挠曲

线. 如图 1-6，位于 xOy平面内的悬臂梁 AB，在 y轴向集中力 P作用下发生平面弯曲变形，变形

后挠曲线为 xOy平面内的曲线 AB . 在小变形条件下，梁的变形可用挠度和转角两个基本量度量.

图 1-6

2．挠 度

横截面形心在垂直于梁轴向线方向的位移称为挠度，用 y表示，向上为正，如图 1-5 所

示. 梁各横截面的挠度是横截面位置坐标 x的函数：
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( )y f x

这个函数成为梁的挠曲线方程或挠度曲线表达式.

3．转 角

梁变形时，不但截面形心有线位移，整个截面还有角位移. 横截面型相对于原始位置绕

中性轴转过的角度，称为转角，用  表示，以逆时针为正. 在小变形和平面假设下，任一横

截面的以弧度为单位的转角  等于挠曲线在该截面处的斜率 tan  （即当变形很小时，梁

截面的转角等于同一截面的挠度 y对 x坐标的一阶导数）. 有关计算将在导数的应用中介绍.
例 1-31 如图 1-7 所示的简支梁受均匀荷载 q 的作用而发生弯曲，由力学知识可知，此

梁弯曲的挠曲线方程为

4 3 3( 21 )
24
qy x x l x
EI

   ，

其中，抗弯刚度 EI、梁的跨度 l及 q均为常数. 有关计算将在后面介绍.

图 1-7

习题1.4

1．一过江隧道的横断面形状由矩形与半圆组合而成，其截面面积 A为常量. 试将截面面

积的周长 l表示为底宽 x的函数.
2．厂房的吊车在梁上离左柱 x处，有一重为 410 kN（包括起重量在内）的吊车（图 1-8）.

若不计吊车梁自重，求左柱顶 A处的反力 AR 与 x的函数关系，并指出函数定义域.

图 1-8

3．有一批钢管要水平地通过如图 1-9 所示的通道，试求钢管长度 l 与转角之间的函数
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关系式 .

图 1-9

4．拟建一个容积为 V 的长方形水池，设它的底为正方形，如果池底所用材料单位面积

的造价是四周单位面积造价的 2 倍，试将总造价表示为底边长的函数，并求其定义域.

小 结
一、函 数

1．函数的定义、定义域.
2．函数的性质：有界性、单调性、奇偶性、周期性.
3．复合函数的复合过程和分解过程.
4．基本初等函数（常数函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数）.
5．初等函数：由基本初等函数经过有限次四则运算或有限次复合所构成的函数，并且

能用一个数学式子表示的函数.

二、函数的极限

1．函数的极限定义.
（1）当 x 时的极限，

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x A f x f x A
  

    .

（2）当 0x x 时的极限，

0 0 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x A f x f x A
   

    .

2．函数极限的性质：唯一性、有界性、局部保号性.
3．运算法则：

（1） lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )f x g x f x g x A B     .
（2） lim[ ( ) ( )] lim ( ) lim ( )f x g x f x g x AB    .

（3） ( ) lim ( )lim ( 0)
( ) lim ( )
f x f x A B
g x g x B

     
 

.

4．两个重要极限：

0

sinlim 1
x

x
x

 ，
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1lim 1 e
x

x x

   
 

.

5．无穷小与无穷大以及它们之间的关系.
6．无穷小的比较：高阶无穷小、低阶无穷小、同阶无穷小、等价无穷小.

三、函数的连续

1．函数连续的定义.
2．初等函数在其定义区间内都是连续的.

四、函数在土建工程中的应用举例

1．函数关系的建立；

2．分布荷载、剪力与弯矩函数；

3．挠曲线方程.

习题训练（一）

一、选择题

1．下列函数为复合函数的是（ ）.

A． 2 2y x x   B． 1siny
x



C． ar cos(2 e )xy   D． 2exy x

2． 25

5lim
25x

x
x





（ ）.

A．1 B． 1
10

C．0 D．∞

3．当 0x 时，与 3 3x x   等价的无穷小量是（ ）.

A．x B．2x C． 2x D．
3
x

4．函数 2

2( )
6

xf x
x x




 
的间断点是（ ）.

A． 3x  B． 2x  
C． 2x   和 3x  D．不存在

5．函数 ( )f x 在 0x 处有定义，是 ( )f x 在该点连续的（ ）

A．充要条件 B．充分条件

C．必要条件 D．无关的条件

6．设函数
2

e ,    0
( )

, 0

x x
f x

x k x

  
 ≤

在点 0x  处连续，则 k （ ）.

A. 0 B. 1 C. 1 D. 2

二、填空题
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1．函数
1( ) 4 arcsinf x x
x

   的定义域为 .

2． 2

1 , 1
( ) 2

3 1, 1

a x
f x x

x x


 
  

≥
，若函数 ( )f x 在点 1x  处连续，则 a  .

3．设 2( ) 2 , ( )xf x g x x  ，则 [ ( )]f g x  .

4．若
0

sinlim 5
3x

kx
x

 ，则 k  .

5．若 a  ，则当 0x 时， 2tan x 与 ax 是等价无穷小.

三、计算题

1．分析下列函数由哪些函数复合而成.
（1） 3ln (cot 2 5)y x  ； （2） 5arccos(e 1)xy   .

2．求下列极限.

（1）
2

2

3 2lim
4 2 9x

x x
x x

 
 

； （2） 2lim ( 2 )
x

x x x


  ；

（3）
4

3 5lim
1 5x

x
x

 

 
； （4）

0

ln(1 sin 2 )lim
x

x
x


；

（5）
2

0

2 2coslim
sinx

x
x x


； （6）

0

sin 4 sin 5lim
ln(1 3 )x

x x
x




；

（7） cot

0
lim(1 sin ) x

x
x


 ； （8）

π
2

lim ln(2sin 2)
x

x


 .

3．讨论函数

2 4 , 2( ) 2
3 , 2

x xf x x
x

 
 

 

在点 2x  的连续性.

4．求常数 a,b 的值，使函数

2

3

1, 0
( ) , 0 1

2, 1

x x
f x ax b x

x x

  


 
  

≤ ≤ 为连续函数.

5．将一个半径为 R 的圆形铁皮自中心处剪出中心角为α的扇形，围成一个无底圆锥，

试将圆锥容积 V表示为角α的函数.
6．下水道断面尺寸如图 1-10 所示，试证明过水断面的水深 h、过水断面的面积ω可分

别表示成角 的函数，即

2

1 cos ,   ( sin )
2 2 8
D Dh         
 

.
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图 1-10


