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                                           第 1 章  并行计算方法

1.1  并行计算概述

1.1.1  计算平台的变革

在我国，土木工程领域大规模科学与工程计算越来越重要，如奥运工程设计中火灾模拟

技术应用，杭州湾大桥和浦东机场二期航站楼等大跨工程设计中数值风工程技术应用，央视

大楼等重大结构设计中抗震性能分析，以及上海磁悬浮工程温度应力分析，等等。由这些工

程案例可以看到，计算需处理的信息量越来越庞大，要解决的问题越来越复杂，因而计算量

剧增。对于大型工程问题来说，保证数值解的精度非常不容易，即使使用目前速度最快的串

行计算机也难以满足要求。这就是说，依靠单机结构几乎不可能大幅度提高计算规模与计算

速度以赶上工程计算需求的增长。因此，要实现超大规模计算，国内外普遍认为，必须充分

发掘计算并行性 [1-4]。提高计算并行性的主要途径，除充分利用单处理器内部可执行的并行

性之外，是充分利用处理机之间的并行处理。这种途径的优点是可扩展性很强，并且不受投

资昂贵的微电子工艺的限制。不管是过去还是现在，采用并行和集中式计算技术来构建的高

性能计算系统（High-Performance Computing，HPC）的应用在大规模科学计算中都占据主

要地位。但在今天，随着互联网络通信速度与带宽的大幅提高，普遍的计算趋势是平衡共享

网络资源，采用并行和分布式计算技术构建的高吞吐量计算系统（High-Throughput Com-
puting，HTC）及其支持的云计算将有可能成为大规模工程计算的又一助力 [5]。图 1-1 阐述了

HPC 系统与 HTC 系统的演化。

图 1-1   HPC 系统与 HTC 系统的演化 [5]
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关于集中式计算、并行计算、分布式计算、云计算的精确定义，一些高科技组织已争论了

多年。通常来说，它们互有关联，其简单的基本概念表述如下：

集中式计算：在集中式计算中，所有计算资源都集中在一个物理系统之内。所有资源包

括处理器、内存、存储器是全部共享的，并且他们紧耦合在一个集成式的操作系统中。许多

数据中心和超级计算机都是集中式系统，但它们都被用于并行计算、分布式计算和云计算中。

分布式计算：一个分布式系统由众多自治的计算机组成，各自拥有其私有内存，通过计

算机网络通信。分布式系统中的信息交换通过消息传递的方式完成。运行在分布式系统上的

程序称为分布式程序。

并行计算：在并行计算中，所有处理器或是紧耦合于中心共享内存或是松耦合于分布式

内存。处理器间的通信通过共享内存或通过消息传递完成。通常称有并行计算能力的计算系

统为并行计算机，运行在并行计算机上的可并行运行的程序称为并行程序。

云计算：一个互联网云的资源可以是集中式的也可以是分布式的。云可以在集中的或者

分布式的大规模数据中心之上，由物理或虚拟的计算资源构建。云采用分布式计算或者并行

计算，或两者兼有。云计算常被认为是一种效用计算或者服务计算形式。

效用计算（Utility Computing），简单地说就是通过互联网资源来实现企业用户的数据

处理、存储和应用等问题，企业不必再组建自己的数据中心，改变目前传统数据库软件侧重

于离线和后台应用的局面。效用计算的具体目标是结合分散各地的服务器、存储系统以及应

用程序来立即提供需求数据的技术，使得用户能够像把灯泡插入灯头一样来使用计算机资 

源。效用计算理念发展的进一步延伸，使云计算技术正在逐步成为技术发展的主流。

需要指出，虽然在解决问题时都是将大任务化为小任务，但分布式计算和并行算法是不

同的。分布式的任务包互相之间有独立性，上一个任务包的结果未返回或者是结果处理错误，

对下一个任务包的处理几乎没有什么影响。因此，分布式的实时性要求不高，而且允许存在

计算错误。分布式要处理的问题一般是基于 “ 寻找 ” 模式的。而另一方，并行程序并行处理

的任务包之间有很大的联系，而且并行计算的每一个任务块都是必要的，没有浪费的分割的，

就是每个任务包都要处理，而且计算结果相互影响。这就要求每个计算结果都要绝对正确，

而且在时间上要尽量做到同步。由此可见，大规模工程计算使用的是并行计算。

1.1.2  并行计算的基本概念

并行计算的发展得益于人类的两方面认识 [6]：一是如上提到的，单机性能不可能满足大

规模科学与工程计算的需要，而并行计算机是实现超大规模计算的唯一途径；二是同时性与

并发性是客观存在的普遍属性，具有实际物理背景的计算问题在许多情况下都可划分为相互

独立，但又彼此存在一定联系的若干个能够并行的子任务，即这些计算问题多具有内在并行

性。

如果将进程定义为顺序执行的一组操作或一段程序，那么并行算法则是一些可同时执行

的进程的集合，这些进程互相作用、协调工作，从而完成一个问题的求解。那么要用并行机求

解问题，必须把这个大问题分解成若干能够并行执行的小问题，对这些小问题的结果进行有

效组合可以得到原问题的最后结果。但不幸的是，一个大问题的分解是非常困难的，通常一

个问题中存在待求因素互相依赖的情况，这将可能导致小问题之间存在数据相关性。数据相
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关性越大，“沟通”与“等待”的时间需求越大，这时需要很好地规划并行方案、设计并行算

法以获得较好的效率。

为了更浅显地解释并行算法里的概念，另以两个简单的例子来说明一个大问题的分解和

并行执行 [7]。

范例 1：假设一个房屋开发商要建造 6 幢相同的房子，而一个建筑承包商能在 5 个月内造出一幢，并且

不能同时建造另一幢。如果房屋开发商只雇用一个建筑承包商，完成 6 幢房子的建造需要 30 个月（如图 1-2）；

如果将 6 幢房子分别交给 2 个建筑承包商负责，则完成建造只需要 15 个月（如图 1-3）；而如果将 6 幢房子

分别交给 6 个建筑承包商负责，则完成建造只需要 5 个月。由于每幢房子的建造是独立的，因而这是一个工

作容易分解的例子，整个问题具有直观的并行性。

图 1-2   一个建筑承包商建造 6 幢相同的房子

图 1-3   两个建筑承包商建造 6 幢相同的房子

范例 2：假设一个建筑承包商要建造 6 幢相同的房子，建造能力同上例。如将一幢房子的建造工作分为

5 个部分 —— ①地基、②地上结构、③木工部分（如安装门窗等）、④安装电气系统、⑤装饰，显然每部分

的工作都是在前一部分的基础上进行的，5 个部分必须顺序执行。在这种情况下，把工作分解且并行执行是

困难的，但是经过有效的规划亦可以实现。流水操作就是一个很好的并行规划：假设建筑承包商将施工人

员分为 5 组，每组可单独在一个月内完成一部分任务。当第一组完成第一幢房子的第一部分时，第二组可立

即开始第一幢房子的第二部分。与此同时，第一组将开始第二幢房子的第一部分工作。整个流水线如图 1-4

所示，第 5 个月结束时，第一幢房子已经完成，而后每个月完成一幢房子，工期从原来的 30 个月缩短到 10

个月。由于各步骤之间存在依赖性，因而这是一个可分解性较差的例子。
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图 1-4  一个建筑承包商建造 6 幢相同的房子的流水线 [6]

1.2  并行计算的性能分析
理想情况下，应如范例 1，在一个处理器上用 T 时间完成求解的问题，在 P 个处理器上

应能用 T/P 时间完成。换句话说，P 倍并行性至少是存在的。然而情况并不会如理想情况一

般，并行计算通常会引入串行计算中不存在的开销，即使有良好设计的程序，满足 T/P 目标的

挑战随着 P 的增加也会变得越加困难。

1.2.1  性能损失的原因

以下是 4 个导致并行性能损失的基本原因，本节将对它们进行简单的介绍 [7]。

（1）顺序计算不需要付出的开销。

（2）不可并行化的计算部分的比例。

（3）对资源的竞争。

（4）闲置的处理器。

1.2.1.1  开  销

并行计算中，建立线程和进程以并行执行，以及撤销线程和进程都存在开销。

除此之外，通常认可的并行开销来源有以下 4 种。

通信：进程之间的通信是开销的主要部分。由于在串行计算中，处理器并不需要与其他

处理器进行通信，因此在并行计算中所有通信都是一种开销。

同步：当一个进程必须等待另一个进程中出现的事件时就存在同步开销。

计算：并行计算几乎总是要完成一些额外的计算，这些计算在串行求解时是不需要的。

存储器：并行计算常常导致存储器的开销，而计算的规模受制于存储器的容量。

并行的开销通常影响了处理器数 P 无限制增长所带来的好处。即使计算理论上可以分配

一个处理器专门对一个数据点进行计算，但通常在 P=n 之前也会因为开销过大而被迫放弃。
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1.2.1.2  不可并行计算

如果一个计算在本质上是串行的，那么适用再多的处理器也无法改进性能。换句话说，

不可并行计算部分的存在，必将限制并行计算的性能。在固定应用规模的前提下，阿姆达尔

定律（Amdahl’s law）描述了程序执行时间中串行和并行两部分的关系。如果一个计算在一

个处理器上串行执行需要花费的时间是 Ts，则当有 p 个处理器时，Tp 可表示为

s
p s

(1 )x T
T xT

p
−

= +  （1-1）

式中：x 为不可并行计算部分的耗时在计算串行总时间中的比例。

1.2.1.3  竞  争

为争夺共享资源而引起的竞争常会降低系统的性能，使得多处理器的计算性能甚至比

单处理器的还要差。

1.2.1.4  闲置的处理器

理想情况时，所有处理器在所有时间都忙于工作，但实际上并非如此。一个进程由于缺

少工作或因为正在等待某个外部事件的发生，如来自其他进程的数据，将无法继续执行。因此，

闲置时间通常是同步和通信造成的。但从程序设计层面来说，闲置时间的一个常见来源是处

理器负载的不均匀分布，另一个常见来源是存储器的限制。

1.2.2  相关性与粒度

1.2.2.1  相关性

相关性的概念提供了一种推断低效来源的方法。

相关性是指两个计算间的排序关系。在不同的场合，相关性以不同的形式表现出来。例

如两个进程间，当一个进程等待来自另一进程的消息到达时，就出现了相关性。通常，相关性

也以读写操作加以定义，对于线程计算来讲就相应于存储器的装载（读）和存储（写）。数据

相关性是指对一对存储器操作的顺序，为了保证正确性，必须保持这种顺序关系。

遵从所有相关性的任何执行顺序的排列都将产生最初程序所指定的相同结果。因此，相

关性的概念允许我们描述和区别哪些执行顺序必须保证而哪些不必，从而保证程序执行的

正确性。另外，它还提供了一种方法用以推断性能损失的可能原因。例如，跨进程的数据相关

性就要求两个进程间必须进行同步或通信。

1.2.2.2  粒  度

并行的粒度由线程或者进程间的交互频率所决定，即跨越线程或进程边界的相关性频 

率。因此，粗粒度是指线程和进程依赖于其他线程或进程的数据或事件的频率是较低的，而

细粒度计算则是那些交互频繁的计算。每次交互必将引入通信和同步，因此粒度的概念需要

引起重视。

减少相关性的一种方法是增加交互的粒度。最佳的粒度常常依赖于算法的特征和硬件

的特征。在极端的情况下，最粗粒度的计算含有巨量的计算而无交互。
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1.2.3  性能的评价

1.2.3.1  时间性能

评价并行算法性能的因素主要包括：①计算时间；②处理器个数；③机器模型 [8]。加速

比和并行效率就是两个常用的并行算法时间性能和处理器利用性能的度量。

加速比：加速比反映的是并行执行后，程序运行时间减少的比率，能最为直观地反映并

行带来的好处。实际加速比（Real Speedup）的定义 [8] 表达为

s
p

p
. ( , )= =

                                                
T

R S n p
T  （1-2）

观察 1.1.2 小节范例 1 及范例 2，由上式可以计算得到：范例 1 的实际加速比为 6；范例 2

的实际加速比为 3。式中： sT 又称为串行执行的时间复杂度，显然，它是问题的规模 n 的函

数； pT 是并行执行的时间复杂度，可以看到它也是一个问题规模 n 的函数，同时它亦是处理
器个数 p 的函数。固定 n ，画出以 p 为 x 轴，以实际加速比为 y 轴的实际加速比曲线，可以

用于在处理器数目增加时分析算法的性能；假如固定 p，画出以 n 为 x 轴的曲线，则可用于在

问题规模增加时分析算法的性能。

对于固定规模问题，则引入阿姆达尔加速比模型 [8]：对于一个给定的并行系统和一个固

定规模的问题，设该问题的串行部分所占比例为 f，并行部分所占比例为 N ，且 1f N+ = ，

并行系统的规模即参与并行计算的处理器个数为 p ，则固定规模问题的并行加速比定义为

p
1f NS

f N p f N p
+

= =
+ +

  （1-3）

显然，对同一规模的问题而言，理想情况下（排除并行带来的必要计算时间和通信时间

等开销），并行部分所占比例越大，则加速比越大，并行算法的时间性能越好。

效率：效率（efficiency）是和加速比关系密切的时间性能度量，它是加速比和处理器个

数 p 的比值 [8]，写作：

s

p

T
E

pT
=  （1-4）

加速比最大不超过处理器个数，因此效率最大为 1。显然，1.1.2 小节中，范例 1 的效率为 1，
而范例 2 的效率为 0.6。一般来说，只有很有限的问题的加速比与效率能达到范例 1 的水平，

而设计一个并行算法的最终目的则是使算法的加速比与效率尽量向这一水平靠拢。

1.2.3.2  可扩展性能

首先要说明，尽管可扩展性能最理想的情况是使用越多的处理器就越能改善性能，然而

这种想法是天真的，因为当增加 p 时，要达到高的并行效率就越加困难。用一个例子来说明

这个问题。

范例 3[7]：假设一个计算在进行串行计算时所需的时间为 Ts，且全部可以并行。同时假设并行时存在

0.2Ts 的开销，并且乐观地假设开销的总量不随处理器的增加而增加。因此在两个处理器上的并行求解将需

时 T2：

实际使用的串行算法执行时间
用 p 个处理器解决问题的时间
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s
2 s s

70.2
2 10
T

T T T= + =                   

使用两个处理器的效率为：

s
2

2
0.71

2
T

E
T

= +

使用 10 个处理器时，执行时间和效率分别为：

s
10 s s

30.2
10 10
T

T T T= + =

s
10

10
0.33

10
T

E
T

= +

对于 100 个处理器则有：

s
100 s s

210.2
100 100
T

T T T= + =

s
100

100
0.047

100
T

E
T

= +

可以看到，处理器由 10 个增大到 100 个，计算用时并没有显著减少，但在 100 个处理器

的情况下，每个处理器只有 4.7% 的时间在进行有效的工作。这一极低的效率表明增加更多处

理器的好处随处理器数量的增加而减少，处理器数目不是越多越好的。

对于渐进时间复杂性为 O(nx) 的串行计算，时间与计算规模 n 的关系为

xT cn=  （1-5）

如果我们希望得到的理想的可扩展性能表现为计算规模增加 m 倍，使用 p 个处理器可

得到相同的计算时间，那么所需处理器数目 p 与计算规模增加的倍数 m 的关系为
xp m=  （1-6）

由此可见，处理器数目 p 应由计算规模决定。

计算复杂性：以搜索这个计算任务为例。在搜索问题中，给定了一个具体的数 s 和长度为

n 的数组 A（数组中数的位置用 1 到 n 作标记），任务是当 s 在 A 中时，找到 s 的位置，而 s
不在 A 中时，需要报告“未找到”。这时输入的长度即为 n+1。下面的过程即是一个最简单的

算法：我们依次扫过 A 中的每个数，并与 s 进行比较，如果相等即返回当前的位置，如果扫遍

所有的数而算法仍未停止，则返回“未找到”。如果我们假设 s 在 A 中每个位置都是等可能的，

那么算法在找到 s 的条件下需要 (1+2+…+n)/n=n(n+1)/2n=(n+1)/2 的时间。如果 s 不在 A 中，

那么需要 (n+1) 的时间。由大 O 表达式的知识，我们知道算法所需的时间即为 O(n)。

1.2.4  认识并行计算机

并行机存在相当大的差异，一个优质的并行程序不应过多受到硬件差异的影响。但作为

使用者，应对硬件差异有所了解，以更好地分析计算性能，尤其是性能损失的原因。

这里比较 5 类并行计算机 [7]。
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芯片多处理器：多核体系。每个处理器所见到的都是一个一致的共享存储器。

对称多处理器（Symmetric Multiprocessor，SMP）：一种所有处理器访问单一逻辑存储

器的并行计算机，存储器的一部分在物理上邻近每一个处理器。

异构芯片设计：用一个或多个专用计算引擎来扩展一个标准的处理器，这些专用计算引

擎称为附属处理器。其思想是由标准处理器完成通用、难以并行化的计算部分，而由附属处

理器完成密集计算部分。比较熟悉的附属部件有图形处理部件（GPU）、为视频游戏设计的

细胞处理器（cell）。异构芯片系统不为协同处理单元提供一致性存储器，但主处理器可对所

有存储器进行全局访问。

机群：机群是由商品部件构成的并行计算机，如刀片服务器。每一个机群结点在刀片服

务器中称为刀片，一个刀片含有一个或几个处理器芯片、一个 RAM 存储器、磁盘存储器和若

干通信口以及几个冷却风扇。机群的一个主要特性是存储器不为各机器所共享，处理器只访

问自己刀片的存储器，当要与其他处理器通信时，需要借助消息传递机制。

超级计算机：传统上，超级计算机由国家大型实验室和大公司所使用，具有许多不同的

体系结构，包括机群。它拥有大规模并行处理器（Massively Parallel Processor，MPP），各并

行处理器间同样需要借助消息传递机制通信。

由上可见：芯片多处理器与对称多处理器实现的是一个共享地址空间，是所有处理器可

访问的一致性存储器，可实现低时延通信，支持较细粒度的计算；机群和超级计算机实现的

是一个分布式地址空间，每个处理器只能访问整个存储器的一部分，在分布地址中，不共享

存储器的各个处理器通过消息传递进行相互之间的通信，适宜于粗粒度计算。异构芯片系统

具有很高的性能价格比，是目前的“热门”。在异构芯片系统中，附属处理器可以视为当今求解

密集计算任务的专用引擎。主处理器与附属处理器并发运行并不是并行性的主要来源，通常

大量的并行性嵌入在附属处理器中。需小心处理主处理器与附属处理器之间的通信耗时。

1.3  有限元法中并行计算的基本框架
为实现并行计算，针对计算问题建立的数值算法应当充分利用其内在并行性。研究传统

数值算法本身的并行性，并对其进行并行化改造，是实现并行计算行之有效的手段（如图1-5

所示）：如果传统数值算法本身具备良好的、明显的并行性，则可直接进行并行算法设计；如

果算法不具备良好的并行性，则应从数值分析的角度进行并行化改造。然而，要发展并行数

值方法，将传统方法并行化并不是唯一手段，更应该鼓励为了并行计算的目的而建立全新的

计算算法，以达成更有效快速的计算。

图 1-5  实现并行计算 [6]
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传统有限元算法采用串行计算。但它是否可以改造成并行算法呢？

可以看到，求解一个大型复杂的连续体结构是一个分解相当困难的大问题。一个连续体

结构内部各点之间不仅需要满足力的平衡关系还要满足变形的协调关系，这样一来，从空间

域上看，各点紧密联系，不可分割。这种联系将导致出现阻碍问题分解的数据相关性。

用传统有限元方法求解时，这种数据相关性出现的原因为各单元节点之间必须满足平衡

与协调。对于给定的静力线弹性问题，传统有限元方法的计算可以分为两个部分：①单元局

部级的计算；②系统方程组的求解。单元局部级的计算包括： B 矩阵的计算；利用 Gauss 积

分（或 Hammer 积分）计算单元刚度矩阵及单元荷载向量；由单元刚度矩阵集成系统刚度矩

阵及由单元荷载向量集成系统荷载向量。很显然，各单元的计算是相互独立的，与范例 1 一样，

单元局部级的计算具有良好的可分解性及直观的空间域并行性，可以改造。而集中了主要计

算量的系统方程组的求解是一个线性方程组的求解问题。从数值计算的角度上看，这种无法

分解的联系使得系统刚度矩阵中非零元素的分布为具有一定带宽的带状，而不是都分布在对

角线上的块状，在对刚度矩阵求逆时很难分解、并行计算。为了将位移法有限元方法并行化，

研究者研发出了一种有效的处理方法即子结构法 [9]，它将一个大型结构分成若干个小结构，

这些小结构即为大型结构的子结构。从数值计算的角度看，划分子结构后，特殊的编码方式

使得在集成的系统刚度矩阵中，与子结构的边界条件相关的元素集中在大型矩阵的第一行

块及第一列块，而其他元素以方块状分布在对角线上。采用静力凝聚的思想求解，对角线上

方块状分布的元素可以并行求逆，这就成功地把大型矩阵求逆的问题分解了。而从另一个方

面解释，子结构法用静力凝聚法求解时实际上是把待求未知量分为了两部分：一部分是对问

题进行分解得到的子结构内部的内变量，各子结构的内变量之间相互无关；另一部分是反映

各子结构之间相互的平衡、协调关系的边界变量。两个部分分别求解，并行考虑内变量的同时，

在边界变量上考虑了问题的内在联系。这一部分亦可以改造。
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