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1  基础知识 

本章回顾一些相关数理统计的知识，如果读者学过这方面内容，可跳过，直接阅读第 2

章或感兴趣的章节。 

1.1  数学基础 

从严格意义上来说，所有自然科学理论都需要量化，都可归结为数学，但是，本节所指的

数学是指最基础的数学理论，主要包括统计计算中常用的矩阵理论、Taylor 定理与极限理论。 

1.1.1  数学记号与矩阵理论 

为论述方便，本书不用黑体区分向量与矩阵， M 既可表示常数，也可表示向量、矩阵，

以 TM 或 M 表示转置，以 I 表示单位矩阵，1或 0 也表示元素为 1 或 0 的向量，读者可根据

上下文进行区分，也许初学者感觉有点混乱，但会慢慢发现这样表述的优点。 

一个泛函就是一个函数空间中的实值函数，例如，如果 ( ) ( )dT f f x x



  ，则泛函 T 为可

积函数到一维实数的映射。 

示性函数 { } 1AI  ，即如果 A 成立，等于 1，否则等于 0。一维实空间记为 R ， n 维实空

间记为 nR 。 

如果对所有非零向量x， T 0x Ax  成立，则称对称方阵 A 正定。正定的等价条件是其所

有特征根为正。如果对所有非零向量 x ， T 0x Ax≥ ，则称方阵 A 非负定或半正定。 

函数 f 在点 x 的导数记作 ( )f x ，如果 f 是 n 元实函数，则 f 在自变量 T
1( , , ) n

nx x x R

处的梯度为 n 维列向量 

T T

1 1

( ) ( ) d ( ) d ( )
( ) , , = , ,

d dn n

f x f x f x f x
f x

x x x x

    
         

   （1.1.1） 

也称为函数 f 在 x 处的一阶导数。 

函数 f 在 x 处的 Hesse 矩阵为 n n 矩阵 2 ( )f x ，第 i 行第 j 列元素为 
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2 2
2 ( ) d ( )

( ( )) ,     ( 1 ,   )
d dij

i j i j

f x f x
f x i j n

x x x x


  

 
≤ ≤  （1.1.2） 

也称为函数 f 在 x 处的二阶导数。 

如果梯度 ( )f x 的每个分量在 x 处都连续，则称 f 在 x 一阶连续可微。如果 Hesse 矩阵
2 ( )f x 的各个分量函数都连续，则称 f 在 x 二阶连续可微。如果 f 在开集 D 的每一点都连续

可微，则称 f 在 D 上一阶连续可微。如果 f 在开集 D 的每一点都二阶连续可微，则称 f 在 D

上二阶连续可微。 

若 f 在 x 二阶连续可微，则
2 2( ) ( )

,  ( , 1,2, , )
i j j i

f x f x
i j n

x x x x

 
 

   
 ，即 Hesse 矩阵 2 ( )f x 是对

称阵。负的 Hesse 矩阵在统计推断中具有重要的应用。 

考虑向量值函数 T
1( ) ( ( ), , ( ))mx h x h xh  ，其中每个分量 ( )ih x 为 n 元实函数，假设对所有

,  i j 偏导数
( )i

j

h x

x




存在，则 h在 x 的 Jacobi 矩阵为 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n

m m m

n

h x h x h x

x x x

h x h x h x

x x x

h x h x h x

x x x

   
    
   
    
 
 
   

    





  



 （1.1.3） 

考虑到标量函数的梯度定义，有时也把向量函数 ( )h x 的 Jacobi 矩阵的转置称为 h在 x 的

梯度矩阵，记为 T( ) ( )hh x J x  。 

1.1.2  Taylor 定理 

为了描述函数收敛的相对阶数，我们首先定义 O（同阶）和 o（高阶）。设 ,f g 为定义在

同一区间上函数， 0x 为此区间内或边界上一点，函数 ( ) 0g x  ，其中在 0x 的一个邻域内 0x x ，

如果存在一个常数 M 满足：当 0x x 时， | ( ) | | ( ) |f x M g x≤ ，则称 

( ) ( ( ))f x O g x  （1.1.4） 

例如，当 n 时，
2

1 1n
O

nn

    
 

。如果
0

( )
lim 0

( )x x

f x

g x
 ，则称 

( ) ( ( ))f x o g x  （1.1.5） 

Taylor 定理给出了函数 f 的一个多项式近似。设 f 在区间 ( , )a b 上具有 1n  阶导数，在区

间 [ , ]a b 上有连续的 n 阶导数，则对于任意一个不同于 x 的 0 [ , ]x a b ，函数 f 在点 0x 的 Taylor
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级数展开为 

( )
0 0

0

1
( ) ( )( )

!

n
k k

n
k

f x f x x x R
k

    （1.1.6） 

其中， ( )
0( )kf x 为函数 f 在点 0x 的 k 阶导数，且 

( 1) 1
0

1
( )( )

( 1)!
n n

nR f x x
n

  


， 0[ , ]x x   

注意，当 0| | 0x x  时， 1
0(| | )n

nR O x x   。 

多元 Taylor 定理与之类似，例如，多元函数 ( )f x 在 x 的二阶 Taylor 展开式为 

T T 2 21
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) (|| ( ) || )

2
f x f x f x x x x x f x x x o x x          

其中， 2(|| ( ) || )o x x 当 2|| ( ) || 0x x  时，关于 2|| ( ) ||x x 是高阶无穷小。 

Taylor 展开式在理论证明及算法设计中都发挥了很大的作用。 

Euler-Maclaurin 公式在渐近分析中很有用。如果 f 在 [0,1] 上具有 2n阶连续导数，则 

(2 1) (2 1) (2 )11
2 2

0
0

( (1) (0)) ( )(0) (1)
( )d

2 (2 )! (2 )!

i i nn
i n

i

b f f b ff f
f x x

i n

 




    （1.1.7） 

其中， 0 1≤ ≤ ， (0)i ib B 。由下列迭代关系确定 

0

1
( ) ( 1)

m
m

i
i

m
B z m z

i

 
  

 
  

其初值 0 ( ) 1B z  。 

此结论由分步积分证得。 

1.1.3  数学极限理论 

下面我们介绍用有限差分来数值近似一个函数的导数。例如，函数 f 在点 x 处梯度的第 i

个分量为 

( ) ( )d ( )

d 2
i i i i

i i

f x e f x ef x

x

 


  
  （1.1.8） 

其中， i 是任意的一个小数； ie 是第 i 个梯度方向的单位向量。一般地，人们可从 0.01i  或

0.001i  开始，采用逐步减少 i 的序列来近似所求导数，并且这种近似方法一般可逐步得到

改善，直到当 i 非常小时导致计算退化且计算完全由计算机四舍五入所控制。 

有限差分法可用来近似函数 f 在 x 处的二阶导数，即 
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( ) ( ) ( ) ( )d ( )

d d 4
i i j j i i j j i i j j i i j j

i j i j

f x e e f x e e f x e e f x e ef x

x x

       
 

          
  

它仍可以用类似 i 序列来改进近似差分。 

设已给出 3 个节点 0 1 0 2 0, , 2x x x h x x h    上的函数值，则它们的导数分别是 

0 0 1 2

1
( ) [ 3 ( ) 4 ( ) ( )]

2
f x f x f x f x

h
      （端点的导数） 

1 0 2

1
( ) [ ( ) ( )]

2
f x f x f x

h
             （称中心差商，两端点除外的导数） 

2 0 1 2

1
( ) [ ( ) 4 ( ) 3 ( )]

2
f x f x f x f x

h
      （端点的导数） 

例 1.1.1  已知 ( )y f x 的数值如表 1.1 所示，用上述公式计算 x  2.5,2.7 处的函数一阶

导数值。 

表 1.1  ( )y f x 的数值 

x  2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 

y  12.1825 13.4637 14.8797 16.4446 18.1741 

R 程序如下： 

zx=c(2.5,2.6,2.7,2.8,2.9); 

y=c(12.1825,13.4637,14.8797,16.4446,18.1741); 

n=length(x);a=x[2]-x[1];z=0; 

for(i in 1:1:n){ 

    if(i==1) {z[i]=1/(2*a)*(-3*y[1]+4*y[2]-y[3]);} 

    else if(i==n) {z[i]=1/(2*a)*(y[n-2]-4*y[n-1]+3*y[n]);} 

    else {z[i]=1/(2*a)*(y[i+1]-y[i-1]);} 

} 

z 

运行结果为： 

[1] 12.1380 13.4860 14.9045 16.4720 18.1180 

   所以 (2.5)f   12.1380， (2.7)f   14.9045。 

1.2  概率论 

目前，中学阶段对学生概率统计知识已有一定要求，基本可满足随机模拟的初步学习。 
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1.2.1  概率的定义与计算 

在一定条件下并不总是出现相同结果的现象称为随机现象，这类现象有两个特点：① 结果

不止一个；② 哪一个结果出现，事先不能确定。 

随机现象有大量和个别之分。在相同条件下可以（至少原则上可以）重复出现的随机现

象，称为大量随机现象；带有偶然性但原则上不能在相同条件下重复出现的随机现象，称为

个别随机现象，如一切带有偶然性特点的具体历史事件。 

在相同的条件下可以重复的随机现象称为随机试验，即一个试验如果满足： 

（1）可以在相同的条件下重复进行； 

（2）其结果具有多种可能性； 

（3）在每次试验前，不能预言将出现哪一个结果，但知道其所有可能出现的结果。 

则称这样的试验为随机试验。 

随机试验是对随机现象的一次观察或试验，通常用大写字母 E 表示，简称试验。随机试

验的一切可能基本结果组成的集合称为样本空间（sampling space），用  表示；其每个元素

称为样本点（sample point），又称为基本结果，用 表示。样本点是抽样的基本单元，认识

随机现象首先要列出它的样本空间。 

在样本空间  中，具有某种性质的样本点构成的子集称为随机事件，简称事件（event），

常用大写字母 , ,A B C 等表示。在一般情况下，我们也称  的子集为随机事件。任何样本空间

 都有两个特殊子集，即空集  和  自身，其中空集  称为不可能事件，指每次试验一定

不会发生的事件； 自身称为必然事件，指在每次试验中都必然发生的事件。事件之间的关

系与集合之间的关系建立了一定的对应法则，因而事件之间的运算法则与 Borel（布尔）代数

中集合的运算法则相同。 

如果 F 是样本空间  中的某些子集的集合，它满足： 

（1） F ； 

（2）若 AF ，则 AF ； 

（3）若 , 1,2,iA i  F ，则
1

i
i

A




 F 。 

则称 F 为 域，或 代数、事件域。最简单的 域为 { , }  ，称为平凡 域。 

在概率论中， ( , ) F 又称为可测空间，这里可测指的是 F 中的元素都具有概率，即都是

可度量的。 

设   R ， xR ，由所有半无限闭区间 ( , ]x 生成的最小 域称为 R 上的 Borel 域，

记为 ( )RB ，其中的元素称为 Borel 集合。 

定义 1.2.1  设  是一个样本空间， F 为  的某些子集组成的一个事件域，如果对

A F ，定义在 F 上的一个集合函数 ( )P A 与之对应，它满足： 

（1）非负性公理： 0 ( ) 1P A≤ ≤ ； 
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（2）正则性公理： ( ) 1P   ； 

（3）可列可加性公理：设 , 1,2,iA i  F ，且 ,i jA A i j   ，有 

11

( )i i
ii

P A P A
 



 
 

 
  

则称 ( )P A 为事件 A 的概率；P 称为概率测度，简称为概率（probability）；三元总体 ( , , )P F

称为概率空间。 

概率的公理化定义刻画了概率的本质，即概率是集合函数且满足上述三条公理。事件域

的引进使我们的模型有了更大的灵活性，在实际问题中我们根据问题的性质选择合适的 F ，

一般选  一切子集为 F 。事件域可以保证随机事件经过各种运算后仍是随机事件。 

利用概率的公理化定义，可导出概率的一系列性质。 

性质 1.2.1  ( ) 0P    

概率论中，将概率很小（通常认为小于 0.05）的事件称作小概率事件（small probability 

event）。小概率事件原理又称为实际推断原理：在原假设成立的条件下，小概率事件在一次

试验中可以看成不可能事件，如果在一次试验中小概率事件发生了，则矛盾，即原假设不

正确。  

小概率事件原理是概率论的精髓，是统计学发展、存在的基础，它使得人们在面对大量

数据而需要做出分析与判断时，能够依据具体情况的推理来做出决策，从而使统计推断具备

严格的数学理论依据。 

性质 1.2.2  有限可加性：设 , 1,2, ,iA i n  F ，且 ,i jA A i j   ，则 

11

( )
n n

i i
ii

P A P A


 
 

 
  

性质 1.2.3  加法公式：对任意两事件 ,A B ，有 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P AB    

加法公式还能推广到多个事件。设 1 2 3, ,A A A 为任意三个事件，则有 

3

1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i
i

P A A A P A P A A P A A P A A P A A A


       

利用样本点在等式两端计算次数相等可直观证明这个公式。 

一般，对于任意 n 个事件 1, , nA A ，可以用数学归纳法得 

1
1 2

1 1 11

( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
n n

n
i i i j i j k n

i i j n i j k ni

P A P A P A A P A A A P A A A

   

 
      

 
  

≤ ≤ ≤ ≤

… …  

称为容斥原理，也称为多去少补原理。 
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事件的概率通常是未知的，但公理化定义并没有告诉人们如何去确定概率。历史上在公

理化定义出现之前，概率的统计定义、古典定义、几何定义和主观定义都在一定的场合下有

着确定概率的方法，所以有了公理化定义后，它们可以作为概率的确定方法。 

定义 1.2.2  设 ,A B 是两个随机事件，且 ( ) 0P B  ，称 

( )
( | )

( )

P AB
P A B

P B
  

为在事件 B 发生条件下事件 A 发生的条件概率（conditional probability）。 

由条件概率的定义立即可得乘法公式 

( )
( | ) ( ) ( ) ( | )

( )

P AB
P A B P AB P B P A B

P B
   ， ( ( ) 0)P B   

( )
( | ) ( ) ( ) ( | )

( )

P AB
P B A P AB P A P B A

P A
   ， ( ( ) 0)P A   

乘法公式也称为联合概率，是指两个任意事件乘积的概率，或称之为交事件的概率，也

可称为链式规则，它是一种把联合概率分解为条件概率的方法。对 n 个事件 1, , nA A ，若

1( ) 0nP A A  ，则 

1 1 2 1 3 1 2 1 1( ) ( ) ( | ) ( | ) ( | )n n nP A A P A P A A P A A A P A A A     

全概率公式是概率论中的一个重要公式，它提供了计算复杂事件概率的一条有效途径，

使一个复杂事件的概率计算问题化繁为简。设 1 2, , , nA A A 是  的一组事件，若
1

n

i
i

A


  且

( )i jA A i j   ，则称 1 2, , , nA A A 为  的一个完备事件组或一个分割。 

定理 1.2.1  全概率公式：设 1, , nA A 是  的一个分割，且 ( ) 0iP A  ， 1, ,i n  ，则对任

一事件 B 有 

1

( ) ( ) ( | )
n

i i
i

P B P A P B A


  

已知结果求原因在实际中更为常见，它所求的是条件概率，是已知某结果发生条件下，

探求各原因发生可能性大小。 

定理 1.2.2  贝叶斯公式：设 1 2, , , nA A A 是  的一个分割，且 ( ) 0iP A  ， 1,2, ,i n  ，若

对任一事件 B ， ( ) 0P B  ，则有 

1

( ) ( | )
( | ) ,       ( 1,2, , )

( ) ( | )

i i
i n

j j
j

P A P B A
P A B i n

P A P B A


 


  

一般来说， ( | ) ( ) ,  ( ) 0P A B P A P B  ，这表明事件 B 的发生提供了一些信息，影响了事
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件 A 发生的概率。但在有些情况下， ( | ) ( )P A B P A ，从这可以想象得到这必定是事件 B 的

发生对 A 发生的概率不产生任何影响，或不提供任何信息，即事件 A 与 B 发生的概率是相互

不影响的，这就是事件 ,A B 相互独立。 

定义1.2.3  若两事件 ,A B 满足 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ，则称 A 与 B 相互独立。 

由于概率为 0 或 1 的事件之间具有非常复杂的关系，故请初学者注意： 

（1） ,    与任何事件相互独立；进一步有：概率为 0 或 1 的事件与任何事件相互独立。

假如往线段 [0,1] 上任意投一点，令事件 A “点落在 0”，事件 B “点落在 0 或 1”，则 A B ，

但事件 ,A B 相互独立。 

（2）事件的独立是指事件发生的概率互不影响，但可同时发生，而互不相容只是说两个

事件不能同时发生，故事件 ,A B 互不相容 Á 事件 ,A B 相互独立。 

对于三个事件 , ,A B C ，若下列四个等式同时成立 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

P AB P A P B

P AC P A P C

P BC P B P C

P ABC P A P B P C


 
 
 

 （1.2.1） 

则称 , ,A B C 相互独立（independent）。 

若式 1.2.1 中只有前三个式子成立，则称 , ,A B C 两两相互独立。 

直观上说，当进行几个随机试验时，如果每个试验无论出现什么结果都不影响其他试验

中各事件出现的概率，就称这些试验是独立的。 

设有两个试验 1E 和 2E ，假如试验 1E 的任一结果与试验 2E 的任一结果都是相互独立的事

件，则称这两个试验是相互独立的。 

1.2.2  随机变量 

为全面研究随机试验的结果, 揭示客观存在的统计规律性, 我们必须将随机试验的结果

与实数对应起来, 即必须把随机试验的结果数量化, 这就是引入随机变量的原因。随机变量的

引入使得对随机现象的处理更简单与直接，也更统一而有力，更便于进行定量的数学处理。 

定义 1.2.4  定义在样本空间 { }  到实数集上的一个实值单值函数 ( )X  称为随机变

量（random variables），若对 x R ， { | ( ) }X x  ≤ 都是随机事件，即 

x R ， { | }X x ≤ F  

进一步有：设 ( , , )P F 为一概率空间， 1(.) ( , , )nX X X  是定义在 { }  上的 n 元实值

函数，如果对 1( , , ) n
nx x x  R ，有 

1 1{ | ( ) , , ( ) }n nX x X x   ≤ ≤ F  

则称 1(.) ( , , )nX X X  为 n 维随机向量，也称为 n 维随机变量。 
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为掌握 X 的统计规律，只需掌握 X 取各值的概率，于是引入概率分布来描述随机变量的

统计规律，但概率分布难以表示，我们可根据概率的累加特性，引入分布函数 F 来描述随机

变量的统计规律。 

设 X 为随机变量， x 为任意实数，称函数 

( ) { }F x P X x ≤  

为 X 的分布函数（cumulative distribution function），且称 X 服从 ( )F x ，记为 ~ ( )X F x 。 

进一步有： 

1 1 1( ) ( , , ) ( , , )n n nF x F x x P X x X x  ≤ ≤ ， 1( , , ) n
nx x x  R  

称为 1( , , )nX X X  的联合分布函数。 

联合分布函数含有丰富的信息，我们的目的是将这些信息从联合分布中挖掘出来。下面，

我们先讨论每个变量的分布，即边际分布。 

二维随机向量 ( , )X Y 具有联合分布 ( , )F x y ， ,X Y 都是随机变量，各自有分布函数，将它

们记为 ( )XF x ， ( )YF y ，依次称为二维随机向量 ( , )X Y 关于 X 和关于 Y 的边际分布函数。边际

分布也称为边缘分布。 

顾名思义，边际分布就是二维随机向量 ( , )X Y 边的分布，即 ,X Y 的分布函数，边际分布

函数可以由联合分布函数确定。事实上， 

( ) ( ) ( , ) ( , )XF x P X x P X x Y F x    ≤ ≤ ≤ ，即 

( ) ( , )XF x F x   

同理可得 

( ) ( , )YF y F y   

随机变量在概率与统计的研究中应用非常普遍，因此可以这样说，如果微积分是研究变

量的数学，那么概率与统计是研究随机变量的数学。通常可将随机变量分为两类： 

（1）离散型随机变量：所有取值可以一一列举。 

若随机变量 X 只可能取有限或可列个值，则称 X 为离散型随机变量。如果离散型随机变

量 X 的所有可能取值为 1, , ,nx x ，则称 X 取 ix 的概率为 

( ) ( ),      ( 1, 2, )i i ip p x P X x i      

为 X 的概率分布列，简称分布列，记作 ~ { }iX p 。 

分布列也可表示为 1

1

n

n

x x

p p

 
 
 

 

 
，或表示为概率分布表 

1 2

1 2

n

n

X x x x

P p p p
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如果二维随机向量 ( , )X Y 只取有限个或可列个数对 ( , )i jx y ，则称 ( , )X Y 为二维离散随机向

量，称 

( , ),      ( , 1,2, )ij i jp P X x Y y i j      

为 ( , )X Y 的联合分布列。 

对于离散型随机变量 X ，边际分布为 

1

( ) ( , )
i

X ij
x x j

F x F x p




  
≤

，
1

( ) ( , )
j

Y ij
y y i

F y F y p




   
≤

 

离散随机变量 X 的分布列为 

1 1

( ) ( , ) ( , )i i i j ij i
j j

P X x P X x Y P X x Y y p p
 

 

          ≤ , ( 1,2, )i    

同理可得离散随机变量 Y 的分布列为 

1

( )j ij j
i

P Y y p p




    ， ( 1,2, )j    

分别称 , 1,2,ip i  和 jp ， 1, 2,j  为 ( , )X Y 关于 X ， Y 的边际分布列。 

对一切使得
1

( ) 0j ij j
i

P Y y p p




     的 jy ，称 

|

( , )
( | )

( )
i j ij

i j i j
j j

P X x Y y p
p P X x Y y

P Y y p

 
    

 

， ( 1,2, )i    

为在给定 jY y 条件下 X 的条件分布列。 

同理，对一切使得
1

( ) 0i ij i
j

P X x p p




     的 ix ，称 

|

( , )
( | )

( )
i j ij

j i j i
i i

P X x Y y p
p P Y y X x

P X x p

 
    

 

， ( 1,2, )j    

为在给定 iX x 条件下 Y 的条件分布列。 

有了条件分布列，我们就可以定义离散随机向量的条件分布。 

在给定 jY y 条件下 X 的条件分布函数为 

|( | ) ( | ) ( | )
i i

j j i j i j
x x x x

F x y P X x Y y P X x Y y p      
≤ ≤

≤  

在给定 iX x 条件下 Y 的条件分布函数为 

|( | ) ( | )
i i

i j i j i
y y y y

F y x P Y y X x p    
≤ ≤

 


