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第 1章 

函数、极限与连续 

1.1  函数 

1.2  极限 

1.3  无穷小与无穷大 

1.4  极限运算法则 

1.5  两个重要极限 

1.6  无穷小的比较 

1.7  函数的连续性 
 

 
 

高等数学研究的对象是变量. 函数是描述变量之间依赖关系的，是数学中重要的概念. 极

限方法是研究变量的一种基本方法，是学习微积分的基础，高等数学中的许多概念、性质和

法则都是通过极限方法来建立的.  

本章首先复习函数的相关知识，然后讨论函数的极限和连续.  
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1.1  函数 

1.1.1  函数的概念 

函数是描述变量间相互依赖关系的一种数学模型.  

定义 1  设 D 是一个实数集，如果对属于 D 内的每一个 x 按照某个对应法则 f，都有唯

一确定的 y 值与它对应，则称 y是 x的函数，记作 

( ),y f x x D  ， 

其中， x称为自变量， y称为因变量，数集 D称为这个函数的定义域；当 x取遍 D中的一切

实数时，它对应的 y值组成的集合 M 称为函数的值域.  

函数 ( )y f x 在点 0 0x x D（ ）处的函数值记为
0 0

0( ), ( ) .
x x x x

f x f x y
 
或  

例 1  已知函数 2( ) 3 4f x x  ，求
2

11
(1),  ( 1),  ,  

( )
f f x f

x f x
   
 

. 

解  2(1) 3 1 4 1f      ； 
2( 1) 3( 1) 4f x x    23 6 1x x   ； 

2

2

31 1
3 4 4f

x x x
          
   

； 

2 2 2 4

1 1 1

( ) 3( ) 4 3 4f x x x
 

 
. 

由函数的定义可知，当函数的定义域和对应关系确定以后，这个函数也就随之确定. 因

此，我们常把函数的定义域和对应关系称为构成函数的两个要素. 当两个函数的定义域和对

应关系都相同时，才称这两个函数相同.  

例 2  判断下列每组中的两个函数是否是相同函数.  

（1） y x 与 2( )y x ；            （2） y x 与 3 3y x ； 

（3） 2 .y x s t 与  

解 （1）由于 y x 的定义域为 ( ) ， ，而 2( )y x 的定义域为 [ 0 )， ，两者的定

义域不同，所以这两个函数不相同. 

（2）函数 y x 与 3 3y x 的定义域均为 ( ) ， ，且有相同的对应关系，所以它们是相

同的函数. 

（3）函数 2 y x s t 与 的定义域均为 ( ) ， ，且有相同的对应关系，尽管这两个函

数的自变量、因变量所用的字母不同，但它们表示同一个函数.  
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1. 设函数 2
( )

1

x
f x

x



，求：（1） 3

2
f  
 
 
；（2） ( 0.3)f  ；（3） ( 2 )f a . 

2. 判断下列各对函数是否相同，并说明理由： 

（1） ( )
x

f x
x

 与 ( ) 1g x  ；         （2） 2( )f x x 与 2( ) ( )g x x ； 

（3） 2 2( ) 1  sin cosf x f t t t  与（） . 

1.1.2  函数定义域的确定 

函数的定义域是确定函数的要素之一，所以，只有在定义域内研究函数才有意义. 

在实际问题中，要根据所研究问题的实际意义确定函数的定义域. 例如，在正方形的周

长 y 与边长 x 之间的函数关系 y＝4x 中，因为正方形的边长为正数，所以函数 y＝4x 的定义

域为 ( 0 )， ；对于用解析式表示的函数，如果不考虑函数的实际意义，则函数的定义域就

是使这个式子有意义的自变量的值的集合. 

例 3  求下列函数的定义域，并用区间表示出来： 

（1） 3 4y x  ； （2） 1

3 2
y

x



； （3） 2 3y x  ； 

（4） 4

3

x
y

x





； （5） 1

( )
ln(2 1)

f x
x



； （6） 2( ) 4 arcsin(5 2 )f x x x    . 

解 （1）对于函数 3 4y x  ，自变量 x 取任何实数都有意义，所以该函数的定义域为
( ) ， . 

（2）对于函数 1

3 2
y

x



，由于分式的分母不能为零，所以 3 2 0x   ，即 2

3
x   ，因此

该函数的定义域为 2 2

3 3
         
   

， ， . 

（3）对于函数 2 3y x  ，由于负数不能开偶次方根，所以 2 3 0x  ≥ ，即 3

2
x≥ ，因此

该函数的定义域为 3

2
   
， . 

（4）对于函数 4

3

x
y

x





，只有当 4 0x ≥ 且 3 0x   时才有意义，由于不等式组

4 0

3 0

x

x


  

≥

的解集为 { | 4 3}x x x ≤ 且 ，所以该函数的定义域为 ( 3) ( 3 4] ， ， . 

（5）对于函数 1
( )

ln(2 1)
f x

x



，由

2 1 0

ln(2 1) 0

x

x

 
  

得：
1

2
1

x

x

 

 

，所以该函数的定义域为

1
1,1

2
   
 

（， ）. 
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（6）对于函数 2( ) 4 arcsin(5 2 )f x x x    ，由
2 4 0

1 5 2 1

x

x

 

 

≥

≤ ≤
得： 2 3x≤ ≤ ，所以该函

数的定义域为[2, 3]. 
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求下列函数的定义域，并用区间表示出来： 

（1） 1 2y x  ； （2）
5 3

x
y

x



； 

（3） 1

ln(3 2 )
y

x



； （4） 24 arccos(3 2 )y x x    . 

1.1.3  函数的表示法 

表示函数的方法一般有三种：公式法、表格法、图示法. 本书所讨论的函数主要用公式

法来表示. 用数学表达式表示函数关系的方法称为公式法（或解析法）. 

例如，函数 2 3y x  与 1

3 2
y

x



都是用公式法表示的.  

某些函数由于自变量的取值范围不同，对应法则也不同，因此，需要用不同的解析式来

表示，这样的函数称为分段函数. 分段函数的定义域是各分段定义区间的并集. 例如，分段函

数
4 , 0

,       0

x x
y

x x


  

≥
的定义域为 ( , )  . 

例 4  确定函数
[ 0 2)

( ) 4 [ 2 4)

4 [ 4 6]

x x

f x x x

x x


   
  

， ，

， ，

， ，

的定义域，并求 (1)f , ( 2)f , (5)f 的值. 

解  分段函数的定义域是各分段定义区间的并集，所以该函数的定义域为 

[ 0 2) [ 2 4) [ 4 6] [ 0 6]D   ， ， ， ， . 

求分段函数的函数值时，先要确定自变量所属的区间，再由对应的解析式求函数值. 

因为1 [ 0 2) ， ，所以 1(1) | 1xf x   ； 

因为 2 [ 2 4) ， ，所以 2(2) ( 4) | 2xf x     ； 

因为 5 [ 4 6] ， ，所以 5(5) ( 4) | 1xf x    . 
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1.确定函数
2 2  ( 3 2]

( ) 3 4  (2 5]

4    (5 )

x x

f x x x

x x

  
  
   

, ，

, ，

， ，

的定义域，并求 f(－0.6)，f(2)，f(2.5)，f(6)的值. 

2. 已知函数
,         1

( )
2 1,  1

x x
f x

x x


   

≥
，求 f(2)，f(1)，f(－1)，f(a)，f(a－2)的值. 

1.1.4  函数的特性 

1. 函数的有界性 

设函数 f(x)的定义域为 D，区间 I D ，如果存在正数 M ，使得对于任意的 x I ，都有

( )f x M≤ 成立，则称函数 f (x)在 I 上有界. 如果这样的正数 M不存在，则称函数 f(x)在 I 上

无界.  

例 5  判断下列函数是否有界，并说明理由.  

（1） cos , ( , )y x x    ；   （2） 1
( )f x

x
 , (1,3)x ；   （3） 1

y
x

 , (0,2)x . 

解 （1）当 ( , )x   时， cos 1x ≤ ，所以函数 cosy x 在 ( , )  内有界. 

（2）当 x (1,3)时， 1 1
1

3 x
  ，即 1

1
x
 ，所以 1

( )f x
x

 在(1,3)内有界.  

（3）当 x (0,2)，且 x 无限地趋近于 0 时，函数 1
y

x
 的值无限地增大，即不存在确定的

正数 M 使 1
M

x
≤ 成立，所以 1

y
x

 在(0,2)内是无界的.  
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判断下列函数是否有界，并说明理由. 

（1） sin 2y x ；              （2） lny x ； 

（3） 2 ,xy  (2,3)x ；         （4） 1
,

2 1
y

x



(0,2)x . 

2. 函数的单调性 

设函数 f(x)的定义域为 D，区间 I D ，对于区间 I上的任意两点 1x , 2x ，如果当 1 2x x 时，

都有 1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 f(x)在区间 I 上是单 调 增 加的；如果当 1 2x x 时，都有

1 2( ) ( )f x f x ，则称函数 f(x)在区间 I 上是单调减少的，如图 1.1-1 所示. 
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（a）单调增                         （b）单调减 

图 1.1-1  函数的单调性 

单调增加和单调减少的函数统称为单调函数，I 称为单调区间.  

例 6  证明函数 2( )f x x 在区间(0,+∞)上是单调增加的.  

证明  对任意的 1,x 2x (0, )  ，如果 1 2x x ，则 1 2 1 20,  0x x x x    ，那么 

1 2( )f x f x（ ） ＝ 2 2
1 2 1 2 1 2( )( )x x x x x x    <0， 

即 1 2( ) ( )f x f x . 

所以函数 2( )f x x 在区间(0,+∞)上是单调增加的.  

课堂练习．．．．5． 

1. 证明函数 2( )f x x 在区间 ,0（ ）上是单调减少的.      

2. 证明函数 ( ) 2 1f x x  在区间 , （ ）上是单调增加的. 

3. 函数的奇偶性 

设函数 f(x)的定义域 D 关于坐标原点对称，如果对于任意的 x D ，总有 ( ) ( )f x f x  成

立，则称 f(x)为偶函数；如果对于任意的 x D ，总有 ( ) ( )f x f x   成立，则称 f(x)为奇     

函数.  

既不是奇函数又不是偶函数的函数称为非奇非偶函数. 如函数 2( )f x x x  就是非奇非

偶函数. 

偶函数的图像关于 y 轴对称；奇函数的图像关于原点对称. 如图 1.1-2 所示. 

               

（a）偶函数的图像                     （b）奇函数的图像 

图 1.1-2  函数的奇偶性 



目录 
 

- 7  

例 7  证明： 

（1） 2( )f x x 在 ( , )  内是偶函数； 

（2） ( ) sinf x x 在 ( , )  内是奇函数.  

证明  （1）对于任意的 x ( , )   ， 

2 2( ) ( ) ( )f x x x f x     ， 

所以 2( )f x x 在 ( , )  内是偶函数. 

（2）对于任意的 ( , )x   ， 

( ) sin( ) sin ( )f x x x f x       ， 

所以 ( ) sinf x x 在 ( , )  内是奇函数. 
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1. 证明函数 2( ) 3 2f x x  在区间  （ ， ）上是偶函数. 

2. 证明函数 3( ) 2 3f x x x  在区间 3,3（ ）上是奇函数. 

3. 判断下列各函数是奇函数、偶函数，还是非奇非偶函数，并说明理由. 

（1） 3 4( )f x x ；             （2） ( ) sin 2 3f x x x  ； 

（3） ( ) 3f x  ；               （4） ( ) 2f x x . 

4. 函数的周期性 

设函数 f(x)的定义域为 D，如果存在一个正数 T，使得对于任意的 x D 有 x T D  ，且

( ) ( )f x T f x  恒成立，则称 f(x)为周期函数，T称为 f(x)的周期.  

讨论周期函数时，通常所说的周期是指最小正周期. 例如， siny x 是周期函数，周期 T

＝2. 

一般地，函数 sin( )y A x   和 cos( )y A x   的周期为 2
T




 ； tan( )y A x   和

cot( )y A x   的周期为 T



 . 例如， 2sin 3
6

y x
   

 
的周期为 2

3
T


 ， cos 2

3
y x

   
 

的

周期为 T  ， 1
4 tan

2 4
y x

   
 

的周期为 2T   . 
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1. 指出下列函数的周期. 

（1） cosy x ；        （2） tan 3y x ；   
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（3） cot 2y x ；       （4） 30sin 20
3

i t
    

 
. 

2. 试说明 ( ) 2f x x 不是周期函数. 

1.1.5  反函数 

设函数 y＝f(x)的定义域为 D，值域为 M，如果对于集合 M 中的每一个 y 值，都可由关

系式 y＝f(x)确定唯一的 x值与之对应，从而得到一个定义在集合 M 上的新函数，这个新函

数叫作 y＝ f(x)的反函数，记作 1( )x f y . 反函数的定义域为 M，值域为 D. 对反函数
1( )x f y 来说，原来的函数 y＝f(x)称为直接函数.  

习惯上，函数的自变量用 x表示，因变量用 y表示，所以通常把 1( )x f y , y M 改写成
1( ),y f x x M  . 显然，反函数的定义域就是直接函数的值域，反函数的值域就是直接函数

的定义域.  

函数 ( )y f x 与其反函数 1( )y f x 的图形关于直线 y x 对称. 如图 1.1-3所示. 

 

图 1.1-3  反函数的图像 

由反函数的定义可得求反函数的步骤： 

（1）从 ( )y f x 中解出 1( )x f y ； 

（2）交换字母 x与 y的位置，并注意反函数的定义域为直接函数的值域.  

例 8  求下列函数的反函数. 

（1） 2 3, ( , )y x x     ；     （2） 2e 1, ( , )xy x     . 

解 （1）先从 2 3y x  解出 x，得 1
( 3)

2
x y  . 再交换 x与 y 的位置，则所求的反函数

为 1
( 3), ( , )

2
y x x     . 

（2）从 2e 1xy   解出 x ，得 1
ln

2

y
x


 . 再交换 x 与 y 的位置，则所求的反函数为

1
ln , ( 1, )

2

x
y x


    . 
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求下列函数的反函数及反函数的定义域，并在同一坐标系中画出直接函数和它的反函数

的图像. 

（1） 3 2, ( , )y x x     ；      （2） 3 2,y x  [2,5]x ； 

（3） ln( 1),y x x   ( 1, )  ；   （4） 2

1
y

x



. 

1.1.6  复合函数 

如果 y 是 u 的函数 y＝f(u)，而 u 又是 x 的函数 ( )u x ，且 ( )u x 的值域或其部分包含

在函数 y＝f (u)的定义域中，显然 y 也是 x 的函数，此函数称为由 y＝f (u)与 ( )u x 复合而成

的复合函数，记作 [ ( )]y f x ，其中 x是自变量，u 是中间变量.  

例如， 2e ,  2uy u x  ，则
22e xy  是由 euy  与 22u x 复合而成的复合函数；而 y＝ lnu

与 2u x  不能构成一个复合函数，因为 2u x  的值域 ( ,0] ，没有包含在函数 y＝lnu 的定

义域 (0, ) 中. 
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1. 将下列函数组成复合函数. 

（1） 2 , cosy u u x  ；       （2） 22 , 3 2uy u x   . 

2. 指出下列函数是怎样复合而成的. 

（1） 23 2y x x  ；         （2） 3 2sin (2 4)y x  . 


