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绪  论 

数学不是为了研究而进行研究，而是为了应用而进行研究；喜欢研究是因为数学中有无

穷的乐趣，是因为数学本身是件极美妙的事儿． 

——亨利·庞加莱 

 
数学是研究现实世界中的数量关系与空间形式的一门学科．由于实际的需要，数学在古

代就产生了，现在已发展成为一个分支众多的庞大系统．大致来说，数学分为初等数学和高

等数学．初等数学基本上是常量的数学；而高等数学包含了丰富的内容，比如研究线性方程

组及其相关问题的线性代数，研究方程求根问题的微分方程，研究随机现象的概率论与数理

统计．这本教材以研究变速运动及曲边形的求积问题为代表，也属于高等数学的范畴． 

本书的学习，读者将从微积分学的核心概念——极限的认识开始，逐步了解微积分的发展与

应用．极限是由公元前古希腊的“穷竭法”思想发展而来，人们用来求圆的面积和立体的体积．中

国战国时代的学者惠施称“一尺之棰，日取其半，万世不竭”，也是极限思想的体现．至公元 3

世纪，三国魏人刘徽的“割圆术”更是成为千古绝技，他提出的“割之弥细，失之弥少，割之又

割，以至于不可割，则与圆合体而无所失矣”正是积分思想的雏形．微积分思想经过漫长时期的

酝酿，直到 18 世纪工业革命的刺激，终于从牛顿和莱布尼茨的动态分析方法中脱颖而出．其间

也因为微积分的不严密和巨大影响招来了严厉的诘问，比如英国哲学家贝克莱对牛顿推导中

“瞬”、“0”的不合逻辑进行了攻击，从而引发了第二次数学危机．但是经过牛顿和莱布尼茨等著

名科学家的努力（主要是柯西用极限的方法定义了无穷小量），微积分理论得以发展和完善，从

而使数学大厦变得更加辉煌美丽！微积分被科学家喻为人类思维最伟大的成果之一，近百年来，

微积分已成为世界各大学的一门重要的基础课，且为高等教育一个非常有效的重要工具． 

微积分来源于实践，也应用于实践，在自然科学、工程技术、经济学乃至社会科学中都

有着重要的应用．纵观微积分的发展，其主要解决的就是我们这本教材将要给大家介绍的四

个核心问题： 

（1）运动中速度、加速度与距离之间的问题，尤其是非匀速运动，使瞬时变化率的研究

成为必要的问题之一； 

（2）求曲线上的切线问题； 

（3）类似于确定炮弹的最大射程，求行星轨道的近日点、远日点等提出的求函数极大值、

极小值问题； 

（4）千百年来人们一直研究的长度、面积、体积问题． 

问题（1）、（2）、（3）的研究引出了微分的概念，问题（4）的研究引出了积分的概念．自

牛顿和莱布尼茨之后，微积分得到了突飞猛进的发展，人们将微积分应用到自然科学的各个

方面，建立了不少以微积分方法为主的分支学科，如常微分方程、偏微分方程、级数等，本

教材也有初步的介绍，读者可以根据情况选学． 
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第一章  微积分的理论基础——极限 

在高等数学中，几乎所有的概念都是通过极限来定义的，或是用极限来研究的．因此，

极限概念的学习显得非常重要． 

在我国古代对极限概念的研究中有一个大家所熟悉的例子——圆周率的计算．圆周率

就是平面上圆的周长与直径的比值，但是的计算却很复杂，直到今天仍有不少数学家热

衷于的数值计算．中国古代数学家刘徽（约 225—295）用“割圆术”计算的数值一直被
认为是极限概念的典型例子．单位圆的面积是，假设单位圆的内接正 n边形的面积为 nS ，

当边数逐渐增多的时候，内接正 n边形的面积 nS 就越来越接近于该单位圆的面积，在学了极

限概念后，就可以说圆的内接正 n边形面积的极限就是圆面积．大约公元 3 世纪，古代数学

家刘徽利用圆的内接正 192 边形的面积近似计算出了 的数值 3.14 ，进而又计算出

π 3.141 6 ．大约在公元 5世纪，我国著名数学家祖冲之（429—500）通过计算得出了的 7

位小数的数值 π 3.141 592 6 ．我国古代数学家关于的计算的这些结论在世界上一直处于领

先地位，直到一千多年之后，国外才有了相应的数据． 

第一节  预备知识 

微积分是以函数为研究对象、以极限为研究手段的数学学科．函数作为研究客观世界变

化规律最基本、最重要的数学工具之一，在学习极限之前有必要对其基本知识进行复习和梳

理，以便为后续学习打下基础．在中学阶段的学习中，我们已经清楚地知道了函数的基本概

念、基本性质以及反函数等相应概念，这里不再重述，本节重点给读者介绍一些在今后的学

习中常见的概念及经济应用中常用的函数． 

一、邻  域 

在初等数学中，通常用区间来表示函数自变量变化范围的集合，区间的端点一般来说是

常数，比如 [ , ]a b 或 ( , )a b ．而实数集 R的区间表示为 ( , )  ，这里的 （读做“无穷大”）

只是一个数学符号，是不能进行运算的，因为它是一个变量．在高等数学中，需要定义以点 a

为圆心，半径无限接近于零的区间（用记号  表示半径， 0  ）．注意，这里的  也是一个
变量，表示无限接近于零的变量（后面章节将定义其为无穷小），称这样的区间 ( , )a a   为

点 a的邻域，记作 

 ( , )U a x a x a       . 

在实际问题中，有时此类邻域中不能包含其圆心 a，称这样的邻域为去心邻域，记为 

 ( , ) ,U a x a x a x a       


. 
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二、初等函数 

定义1.1  称常量函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数与反三角函数这六类

函数为基本初等函数． 

在中学数学中，读者已经熟悉了常量函数、幂函数、指数函数、对数函数与三角函数．那

么，什么是反三角函数？反三角函数的概念由欧拉提出，并且是他首先使用“arc+函数名”

的形式来表示反三角函数．反三角函数是反正弦函数、反余弦函数、反正切函数、反余切函

数、反正割函数、反余割函数的统称，其符号分别为：arcsinx，arccosx，arctanx，arccotx，

arcsecx，arccscx，而且各自表示其反正弦、反余弦、反正切、反余切、反正割、反余割为 x的

角．(比如， arcsiny x ，则满足 sinx y )．但是反三角函数并不能狭义的理解为三角函数的

反函数，因为它是多值函数．三角函数的反函数不是单值函数，它并不满足一个自变量对应

一个函数值的要求，其图像与其原函数关于函数 y x 对称． 

今后学习中常见的反三角函数有： 

π π
arcsin , [ 1,1], ,

2 2
y x x y

          
； 

arccos , ( [ 1,1], [0, π])y x x y    ; 

π π
arctan , ( , ), ,

2 2
y x x y

         
  

； 

arccot , ( ( , ), (0, π))y x x y     ． 

定义 1.2  假设函数 ( )( )y f u u U  ，函数 1( )( , )u x x D u U   ，若 1U U ，则称 

( ( ))y f x  ( )x D  

为 ( )y f u 和 ( )u x 的复合函数，其中 u称为中间变量． 

定义1.3  由基本初等函数经过有限次的四则运算和复合运算，并能用一个数学解析式

表示的函数为初等函数． 

三、分段函数 

在实际生活中，类似于电费、水费、出租车车费等，就不能用一个数学解析式来表示自

变量与因变量之间的依赖关系，将这样的函数关系定义如下： 

定义 1.4  若函数 ( )y f x 在定义域的不同区间（或者是不同的点）上有不同的表达式，

则称之为分段函数． 

例如，绝对值函数为（见图 1.1） 

, 0

, 0

x x
y x

x x


   

≥
. 

又如，符号函数（见图 1.2） 

1, 0

sgn 0, 0

1, 0

x

y x x

x

 
  
 

. 

 
图 1.1 
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图 1.2 图 1.3 

再如，取整函数为（见图 1.3） 

[ ]y x  

其中 y为不大于 x的最大整数． 

取整函数也称为高斯函数，是以“数学王子”高斯的

名字命名的．取整函数是连接连续变量与离散变量的一个

重要桥梁，读者可以在后续学习中体会到． 

四、经济学中常用的函数 

数学来源于实践也应用于实践，用数学方法解决实际

问题，或者说把实际问题化成数学问题，就是寻找函数关系建立数学模型的过程．下面介绍

一些在经济学研究中经常用到的几个函数，以帮助解决经济学应用问题． 

1. 需求函数与供给函数 

在当今商品经济的社会里，一种商品的市场需求量主要受商品价格的影响，因此，可以

把需求量看作以价格为自变量的函数．若设 D为需求量， p为价格，则有函数关系 

( )D D p ． 

一般地，价格下降会使需求量增加，价格上升会使需求量减少，即需求函数是价格的单调递

减函数．在实际应用中需做出需求函数的图形，我们称其为需求曲线．根据对需求函数的认

识，我们说商品的价格也与市场的需求情况有着密切的关系．实际上，需求函数 ( )D D p 的

反函数就是价格函数，记作 

1( )p D D . 

供给与需求是相对应的概念．需求是相对于消费者而言的，而供给则是相对于生产者而

言的．供给量是指生产者在适当的价格条件下，可能出售的产品数量，其中包括已有的存货

数量和新提供的产品数量．对于供给量，也可以建立以价格为自变量的函数关系．假设 S为

供给量， p ( 0p  )为价格，则 

 
图 1.4  C. F. Gaus（1777—1855） 
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( )S S p  

称之为供给函数．对供给函数而言，价格上升往往会促使供给量也上升，价格下降促使供给

量也下降，因此供给函数一般来说是单调递增函数．供给函数的图形称为供给曲线． 

需求函数与供给函数密切相关．若市场上需求量与供给量相等，则该商品的供需达到平

衡，此时的商品价格称为均衡价格．此时的需求量或供给量称为均衡商品量． 

2. 成本函数、收益函数与利润函数 

在实际经济问题中，除了需求量、供给量与价格之间的关系外，还有一个关系也是

非常重要的，那就是成本函数．生产产品需要消耗经济资源，如劳动力和生产资料等，

这一切就构成了成本．成本 C是产量 Q的函数，它包括固定成本 0C 和可变成本 1( )C Q ，

因此  

0 1( ) ( )C Q C C Q  ． 

而
( )C Q

Q
称为平均成本函数． 

收益是指生产者生产的商品售出后的收入．生产者销售某种商品的收益取决于该商品的

销量和价格．如果 ( )p Q 表示价格是销量的函数，那么收益函数为 

( ) ( )R Q Q p Q  ， 

平均收益为 

( )
( )

R Q
R Q

Q
 . 

利润是指生产者的收益减去成本后的剩余部分．如果收益 R的成本 C都看成产量Q的函

数，那么利润也是产量的函数，用 ( )L Q 表示，即 

( ) ( ) ( )L Q R Q C Q  . 

3. 单利、复利和连续复利问题 

在社会经济活动中，向银行存款或贷款是常见的金融活动，而存款、贷款都是与利息密

切相关的．一般地，利息的计算方式有单利和复利两种． 

单利是在原来的本金上计算利息，其公式为 

利息 本金 利率 计息次数． 

若设初始本金为 p，利率为 r，计息次数为 t，则第 t期后本利和 S 为 

(1 )S p rt  ． 

复利是将本金与到期利息相加，并入一起作为下次本金来重新计算，也就是通常所说的

“利滚利”．若设初始本金为 p，利率为 r，计息次数为 t，则第 t期后本利和公式为 
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(1 )tS p r  ． 

单利和复利是金融活动中的传统计息方式，其计息间隔往往为一年一次计息．发展到今

天，人们更加关心的是当计息间隔无限缩短的时候，即计息次数无限增大的时候，这种计息

方式我们称为连续复利．曾经有银行为了吸引顾客存钱，打出广告“我们每时每刻都在为您

计算利息”，听起来是不是很诱人呢？结果究竟会是怎样的呢？学了极限之后再揭晓答案． 

习题 1.1 

1．某通信公司是从一条东西流向的河南岸 A 点向河北岸 B 点铺设地下光缆．已知从点

A 向东直行 1000m到 C 点，而 C 点距其正北方向的 B 点也恰为 1000m．根据工程的需要，
铺设线路是先从 A点向东铺设 m(0 1)x x≤ ≤ ，然后直接从河底直线铺设到河对岸的 B点．已

知地下每米的铺设费用为 16 元，河底每米的铺设费用为 20 元，试求铺设总费用 C(x)的表

达式．  

2．生产与销售某产品总的收入 R是产量 x的二次函数．经统计得知：当产量 0,2,4x  时，

总收入 0,6,8R  ．试确定总收入 R与产量 x的函数关系． 

3．某厂生产某种产品的固定成本为 10000元，每生产一单位产品，成本增加 100元，求

该厂的总成本函数及平均成本函数． 

4．设某商品的需求量 D是价格 p的线性函数 D a bp  ，已知该商品的最大需求量为

10000件，最高价格为 10元/件，并假定市场均衡，求该商品的收益函数． 

5．若投资 1元滋生利息，年利率为 r，试推导对任意计息间隔（一年 n次计息，约定计

息均匀）一年后的本息和公式． 

第二节  数列的极限 

一、数列的概念 

什么是数列？我国古代，有这样一段关于数列研究的史料．公元前 4世纪，哲学家庄子

（约公元前 369—公元前 286）在其名著《庄子·天下篇》中有这样一句话“一尺之棰，日取

其半，万世不竭”．用现代数学的方式可以表达为 

第1天取 1

1

2
x  ； 

第 2天取 2 2

1

2
x  ； 

⋯⋯ 

第 n天取
1

2n n
x  ； 

⋯⋯ 

如上所示，可以令以正整数为自变量的函数 ( )y f n ，当 n依次取1, 2,3,时所得到的数值 
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1 2 3(1), (2), (3), , ( ),nx f x f x f x f n      

称为无穷数列，简称数列．数列中的每个数称为数列的项， ( )nx f n 称为数列的通项，数列

一般记为  nx . 

例 1.1  通项为
1n

n
x

n



的数列  nx ： 

1 2 3

1 2 3
, , ,

2 3 4
x x x   ， 

依次类推，可以表示成 

  1 2 3
, , , , ,

2 3 4 1n

n
x

n
    

  ． 

可以看出，随着下标 n越来越大，对应项 nx 就无限趋近于常数 1. 

二、数列极限的概念与性质 

根据“一尺之棰，日取其半，万世不竭”这句话，若理论条件允许，

“万世不竭”表示这个过程可以无休止地进行下去，也就是说， n可以

趋于无穷大．问题是，当 n趋于无穷大时，其通项 nx 有什么变化趋势？

可以发现：当 n无限增大时， nx 无限接近于常数 0．又如，引言中当单

位圆内接正 n边形的边数 n无限增大时，内接正 n边形的面积 nS 就无限接近于单位圆面积，

即常数．因此，我们称这种数列在变化过程中所具有的稳定变化趋势为数列的极限． 

定义 1.5  在数列  nx 中，当 n无限增大时，如果通项 nx 无限接近于一个确定的常数 a，

则称 a为数列的极限．记为 

lim n
n

x a


   或  ( )nx a n  ， 

此时也称数列  nx 是收敛的．否则称数列  nx 是发散的． 

从前面的讨论中，由该定义有 

1
lim 0

2nn
 . 

例 1.2  判断以下数列是否收敛： 

（1）    1( 1)nnx
  ； （2）    21nx n  ； 

（3）   1
1

3n n
x

   
 

； （4）  
1( 1)n

nx n

 
  
 

. 

解  数列（1）按通项公式展开为 

 11, 1,1, 1, , ( 1) ,n    ， 

可以看出，该数列各项取常数1或 1 ，与无限趋于一个确定的常数矛盾，故该数列发散． 

数列（2）中，虽然通项也有着无限增大的趋势，但却不是趋于常数，故数列发散． 
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